1°) a) Pour x réel et n>1, u,(x) = >0, de plus u, (x) =uj(x)=x> =(-x)* =u, (—x) puis par

une récurrence simple pour tout n>1,u, (x) =u,(-x).
Supposons x # (0 et montrons par récurrence que pour tout entier n, u, (x) # 0. C'est donc vrai

(%)

n+1

#0.

pour n=0 etsi u,(x)#0, alors u,,,(x)=

b) Soit (x,y) € (R+)2,x <y ie uy(x) <uy(y)

et si on suppose que u,(x)<u,(y) alors u, ,(x)= < =u,,,(y) et on ale résultat par

n+1l n+1
récurrence.
c) La fonction u, : x > x est bien str continue, puis par les théoremes généraux de continuité si

2
n

u, est une fonction continue alors u,,, = l'est aussi, on a donc le résultat demandé par

n+1
récurrence.
. t (x)
2°) a) Si (u,(x)), converge elle est bornée et alors u,,, (x) = —* | >0 et (u,(x)), converge
n+
vers 0.

Supposons que pour un entier n > p,u, ., (x) <u,(x) alors

P HE P HE)

< < =u,,,(x). Par récurrence on a prouvé la décroissance de
n+2 n+2 n+l

Upia (X) =
(u,(x)),s,, comme la suite est minorée par 0 elle converge, et donc vers 0, on a alors x € E,.
b)Ona u,(1)=u,(1)=1et u,(1) = % <u,(1), donc par ce qui précede 1< E,.

Par contraposition de la proposition du a) si x ¢ E, alors pour tout entier naturel p, u,, (x) > u,(x),
la suite est alors strictement croissante et ne peut converger vers 0, elle diverge donc vers + o et
xeE, et E,UE, =R".

¢) Prouvons la propriété demandée par récurrence :

up(x) | (n+2)°

> uis
n+1 n+1 p

on a l'initialisation en p et si on suppose que u,(x)>n+2 alors u,,,(x) =

(n+2)* _(n+3)_n2 +4n+4-(n"+4n+3) 1
n+1 - n+1 T n+1

>0 etu, (x)=2n+3.

On a donc que pour tout n>p,u,(x) =n+2, ceci entraine alors que (u,(x)),diverge vers + .

Ona u,(2)>2 donc 2 € E, par cette propriété.



d) Soit x e E,, soit t € [0, x], alors on sait que pour tout entier 1,0 <u, (t) <u, (x).

Comme u,(x)——-—0 par encadrementona u,(t)——==—>0 et tcE,.

On a prouvé que [0,x]c E, .

De méme soit x € E_, et soit t € [x,+oo[ alors pour tout entier 1, u, (x) < u, (t)

et u,(x)———>0=u,(t)————0, d’ot [x,+o[cE,.

E, est non vide et d’apres ce qui précede comme 2 € E_, [2,+0[ c E_ et 2 est donc un majorant de
E,, E, a donc une borne supérieure notée « .

Soit x € [0, [ alors par définition de la borne supérieure 3t e E,,x <t <« et t e E, = x € E, donc
[0,a] c E,

Soit x € Ja,+o[, alors x ¢ E, par définition de «, donc x € E_ et on a bien le,+o[ cE_, etilne peut

exister deux réels vérifiant cette propriété car sinon un réel situé entre les deux ne serait ni dans

E, nidans E,.

Uy (x) 1, ()
P < P

p+1 p+1

e) Supposons (Ip = 1)(u,(x) <1) alors u,,(x) = <u,(x) etd’apreslea) x e E,.

Réciproquement si x € E, alors (u,(x)), converge vers 0 et on sait (3p = 1)(u,(x) <1) (définition de

la convergence).

Supposons « € E, alors 3p >1,u,(a) <1, alors par continuité de u, il existe un voisinage
[@ —h,a+h] (h>0)tel que Vx e[a—h,a+h]u,(x)<1,eten particulier ona x+h € E, ce qui

contredit la définition de la borne supérieure. Onaalors a € E_, et E, = [O,a[ et E_ =[a,+o].

3°) a) On sait que si x € E_ alors (u,(x)), est strictement croissante, i.e. u,,,(x) =

o )

>1, en particulier u (a)>n+1.
n+1

Raisonnons par I'absurde : supposons l'existence d'un entier naturel n pour lequel u, () >n+2
alors la continuité de u, donne I'existence d'un voisinage [ —h,a +h] (h > 0)tel que

Vx ela—h,a+h]u,(x)>n+2 , et en particulier on aurait « —h € E_, ce qui est faux puisque

E, =[o,+oof.

Onaalors Vn>1,n+1<u,(a)<n+2 etl'encadrement 1+ 1 <t (@) <1+ 2 donne u,(a)~n.
n n n

u, ()
b) ¢,., —2¢, :n+3—un+l(0¢)—2n—4+2un(a):—n—l——1+2un(a)
n+



1 2 1 2
26 = -1 = ~1p.
¢ n+1(u"(a) n-1) n+1(8" )

Etle a) nous donne 0< ¢, <1, donc ((en -1y )n est bornée, on en déduit que ¢,,, —2¢, ——=—0.

c) La suite (g, ), étant bornée on peut en extraire une suite convergente (¢,,,,),, vers [ €[0,1].

o(n)

Alors ¢ = (& pmy1 — 26 p0m) + 26 0y —5—> 21, et de la méme fagon ¢, ., ———>4l, puis plus

o(n)+1 o(n) 11—>+00

sz k
généralement ¢\, ———2"[.

Supposons [ #0, alors il existe un rang k pour lequel 2“1 > 3, et par définition de la convergence il

>2k1-1>2

. . k . .
existe un entier naturel n pour lequel ‘5 o)k — 2 l‘ <1, avec ces choix on aurait ¢,,,, >

ce qui est impossible puisque a suite (¢,), est a valeurs dans [0,1].
On a donc montré que la seule limite possible d’une suite extraite convergente de la suite bornée
(€,), est 0, on sait alors que (¢,), converge vers 0.

Onadonc u,(a)=n+2+0(1).

O _(, (- )@ )

et puisque x et 1y sont dans E_,
n+1 n+1 pHisq 4 *

4°) a) v, (¥) =1, (y) =

u,(y)

, (%) >1 et /—->1, puis comme y <x ona u,(x)—u,(y) >0, on obtient alors
n+1 n+1

on a

i () = 110 (1) > 200, (0) = 2, (1)
Une récurrence donne alors 1, (x) —u, (y) > 2" (u, (x) =1, (v))= 2" (2% - y?)
puis u,(y) <u, (x)-2"" (x> —y?),vn>1.

b) Supposons que u,(x)~n alors x e E_ etdonc x> o .

u,(x) x* -y’
2" 2 )

Supposons que x>a, considérons un réel y € Jo, x|, alors u, (y) < 2”(

2.2
or 250 etx? -y >0 don 2”[”"2(,5“)—x - j e et ()

ce qui est une contradiction. On conclut que x =« .

50) v — un+l (x)
i un+1 (O{)

2
. n X
=02, une récurrence montre alors que v, = v} = (—] :

2"
Onaalors u,(x)=u,(a)xv,~ n(ij :
a



6°) a) Inu,,,(x)=2Inu, (x)-In(n+1) = In Z';:ll(x) _In thnn(x) = ln(;: D , en sommant on a un
u ( S n(k+1)

T Akl
k=0 2

télescopage et on a

Inu,(a) Inn nn .
2n"( ) - T >0 d’ou Ina = Zz—n et la série converge.
n=1

b) Vu la convergence on peut écrire

S nn Inn Inn &lnn In(n-1)
2217 Z(znl_ n) 22111_2 Zznl Z 2n1

n=1 n=1 n=2

Inn &lnn Inn-1) & In(1-1/n) & In(1-1/n)
Z 211 Zzn 1 _Z 2n -1 __Z 2n—1/ =_22 2n / :
n=1 n=1 n=2 n=2 n=2

In(1-1/n)
271

Inn ln(l In(1-1/n) 50

—2>0et - t -2 ~ zotlnnj,onsaitalors que
2" n2" 2"

In(1- 1 k) &
-2 Z n / 0( z @j et le reste de la premiere série étant négligeable devant celui de la

k=n+1 k=n+1

seconde, la premiere série converge plus vite vers a que la seconde.

In(1- 1/k) &1 k) & 1 1
) o<23 - 3 st )= 3 (1

k=n+1 k=n+1 k=n+1

en utilisant I'inégalité classique In(1+x) < x, qui se prouve par exemple en utilisant la concavité

1 1& 1 1 1 1
LI oo -
k-1 nkzn;lf oo 2" n2"!

In(1-1 40
de la fonction In, ona 0 < 22 _n( /K) Z 1

k-1
k=n+1 2 k=n+1 2

In(1-1
Pour avoir une valeur approchée de aa 107’ pres il suffit de calculer — ZZH(—/)

pour un
k=2 2

In(1- 1
entier n tel que n / )

23

k=n+1

<107, il suffit donc que <107, ou encore n2"" >10°, un

le n-1

petit calcul montre qu’on peut prendre n =8 et a =1,661.



