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I. Nombres algébriques

1) Supposons α algébrique. Alors il existe un polynôme non nul P = a0+a1X +
·· ·+ap X p ∈Q[X ] tel que a0 +a1α+·· ·+apα

p = 0. Puisque P est non nul, la
famille (1,α, . . . ,αp ) est liée. Réciproquement, supposons que (1,α, . . . ,αp )
est liée. Alors il existe a0, a1, . . . , ap ∈Q non tous nuls tels que a0+a1α+·· ·+
apα

p = 0. En posant P = a0 + a1X + ·· · + ap X p ∈ Q[X ], on voit que α est
algébrique.

2) Montrons que les nombres algébriques de degré 1 sont exactement les
nombres rationnels. Si α est rationnel, alors α est racine de X −α ∈ Q[X ].
Réciproquement, si α est algébrique de degré 1, il est racine de a1X +a0 où
a0, a1 ∈Q et a1 ̸= 0. Donc α=−a0/a1 ∈Q.

3) Le nombre complexe
p

3 est racine de X 2 −3, donc est algébrique de degré
É 2. Il n’est pas de degré 1 car sinon il serait rationnel d’après la question
précédente.

4) Le nombre complexe i est racine de X 2+1, donc est algébrique de degré É 2.
Il n’est pas rationnel, donc n’est pas de degré 1. Donc i est de degré 2.

5) Supposons α algébrique de degré 2. Alors α est racine de a0+a1X +a2X 2, et
donc est aussi racine de p +mX + X 2 si p = a0/a2 et m = a1/a2. De plus, ∆
n’est pas le carré d’un nombre rationnel, car sinon ∆= r 2, où r ∈Q, et alors

α= −m +|r |
2

ou
−m −|r |

2
, et α serait rationnel. Donc α serait de degré 1.

Réciproquement, supposons α racine de P = X 2 +mX +p dont le discrimi-
nant ∆ n’est pas le carré d’un rationnel. Alors il existe un nombre complexe

r ∈C\Q tel que ∆= r 2, et les racines de P sont alors
−m + r

2
et

−m − r

2
. Ces

nombres ne sont pas rationnels, sinon r le serait.

II. Sous-corps de C

6) Vérifions que Iα est un idéal de Q[X ]. On a immédiatement que Iα est un
sous-espace vectoriel, car contient le polynôme nul et est stable par combi-
naison linéaire. Puisque Iα n’est pas réduit à {0}, il existe d’après le cours un
unique polynôme Mα ∈Q[X ] unitaire ou nul tel que Iα = MαQ[X ].

7) Soit q = deg Mα. (En fait, c’est p.) Puisque la famille (1,α, . . . ,αd−1) est liée, il

existe P =
d∑

k=0
ak X k ∈Q[x] non nul tel que P (α) = 0. Mais alors Mα divise P .

Donc q É d .

Réciproquement, montrons par l’absurde que d É q . Sinon, q < d . Donc

Mα =
q∑

k=0
ak X k annule α. Donc la famille (1,α, . . . ,αq ) est liée, et est une

sous-famille de (1,α, . . . ,αd−1) qui est libre. Absurde.

8) On écrit Mα = PQ avec P,Q ∈ Q[X ]. Par symétrie, on peut supposer que α

est racine de P . Par minimalité de d , degP Ê p = deg Mα. Donc degQ = 0 et
Mα est irréductible surQ.

9) Puisque M ′
α ∈ Q[X ] est non nul et de degré strictement inférieur à celui

de Mα, le polynôme Mα ne divise pas M ′
α. Donc M ′

α ∉ Iα, i.e. M ′
α(α) ̸= 0.

D’après le cours, Mα n’admet pas de racines multiples.

10) Exemple 1. Le polynôme X 3−5 est de degré 3 et n’admet pas de racine dans
Q : en effet, si r = p/q est racine, avec p, q ∈ N∗, alors p3 = 5q3. Si r est
l’exposant de 5 dans p et s celui de 5 dans q , alors 3p = 3s + 1, ce qui est
absurde.

On en déduit, d’après le cours, que X 3 −5 est irréductible sur Q. Mais alors,
α est algébrique de degré deg(X 3 −5) = 3.

11) Exemple 2. On étudie surR la fonction t 7→ P (t ). On a P ′(t ) = 3t 2+1 > 0, donc
la fonction polynomiale P est strictement croissante. Puisque lim

t→−∞P (t ) =
−∞ et lim

t→+∞P (t ) =+∞, P admet une racine d’après le théorème des valeurs

intermédiaires. Par stricte monotonie, cette racine réelle est unique.

Montrons par l’absurde que cette racine n’est pas rationnelle. Sinon, soient

p ∈ Z et q ∈ N∗ premiers entre eux tels que
p3

q3 + p

q
+1 = 0. On a alors p3 +

pq2 + q3 = 0. Puisque q divise pq2 + q3, q divise p3. Puisque p et q sont
premiers entre eux, q divise 1 d’après le lemme de Gauss. Donc q = ±1, et
donc q = 1. De même, p divise q3 et donc divise q , d’où p = ±1. Puisque
p/q < 0, on a p =−1. Or −1 n’est pas racine de X 3 + X +1. Donc X 3 + X +1
n’admet pas de racine rationnelle.

Pour exprimer l’inverse de 1+α, on dispose de deux méthodes. Soit on ré-
sout le système obtenu à partir de (1+α)(a0+a1α+a2α

2) = 1, ce qui conduit

1



MP* DM no 4 – Nombres algébriques-corrigé 2022-2023

(en utilisant α3 =−1−α) au système


a0 −a2 = 1

a0 +a1 −a2 = 0
a2 +a1 = 0,

d’où a0 = 2, a1 = −1 et a2 = 1. Soit on utilise le polynôme minimal X 3 +
X +1 de α. L’algorithme d’Euclide étendu donne – en une seule division –
X 3 + X + 1 = (X + 1)(X 2 − X + 2)− 1. En évaluant en α, on obtient encore
1 = (α+1)(α2 −α+2).

III. Polynôme minimal

12) Par définition Q[α], la famille est génératrice. Elle est libre par définition de
d .

13) On pouvait vérifier les axiomes un à un. On préfère ici une preuve plus
conceptuelle. On va montrer que l’application F : Q[X ] → C, P 7→ P (α) est
un morphisme d’algèbre. Son image est alors une sous-algèbre de C, dont
on vérifiera que c’estQ[α].

On a immédiatement F linéaire et F (PQ) = (PQ)(α) = P (α)Q(α). De plus
F (1) = 1. Donc F est un morphisme d’algèbre. Montrons que ImF = Q[α].
On a déjà ImF ⊃ Q[α] car si P = X k , F (X k ) = ak ∈ ImF pour tout 0 É
k É d − 1. Réciproquement, si z ∈ ImF , alors z = P (α). On écrit la divi-
sion euclidienne de P par Mα : P = MαQ + R où degR < d . Mais alors
z = P (α) = Mα(α)Q(α)+R(α) = R(α) ∈Q[α] car deg R < d .

14) Puisque Q[α] est une algèbre, βz ∈ Q[α] dès que β, z ∈ Q[α]. Donc fβ est
bien définie. Elle est linéaire (évident), et z ∈ ker fβ si et seulement si βz = 0.
Donc z = 0. Puisque le noyau est réduit à 0, fβ est injective. PuisqueQ[α] est
de dimension finie (égale à d), fβ est un automorphisme.

15) Puisque Q[α] est une sous-algèbre de C, il suffit de démontrer que tout élé-
ment non nul de Q[α] admet un inverse dans Q[α]. Soit β ∈ Q[α] non nul.
Alors 1 admet un antécédent α′ dans Q[α] par fα. Cet antécédent vérifie
αα′ = 1, et donc α′ =α−1.

IV. Cloture algébrique deQ

16) Montrons que la famille (αkβn)0ÉkÉp−1,0ÉnÉq−1 est une partie généra-

trice de Q[α,β]. Puisque αk ∈ Q[α], αk est une combinaison linéaire de
1,α, . . . ,αp−1. De même βn est un combinaison linéaire de 1,β, . . . ,βq−1.
En développant αkβn , on trouve une combinaison linéaire des αkβn avec
0 É k É p −1 et 0 É n É q −1.

17) DéjàQ[α,β] est un espace vectoriel car c’est le sous-espace vectoriel engen-
drée par une partie. De plus 1 ∈Q[α,β].

Soient z, z ′ ∈Q[α,β]. Alors z = ∑
0Éi , jÉN

λi , jα
iβ j et z ′ = ∑

0Ér,sÉN
µr,sα

rβs , avec

N ∈N et λi , j ,µr,s ∈Q. Donc zz ′ = ∑
0Éi , j ,r,sÉN

λi , jµr,sα
i+rβ j+s ∈Q[α,β]. Donc

Q[α,β] est stable par produit. DoncQ[α,β] est une sous-algèbre de C.

18) Soit γ ∈Q[α,β]. Il s’agit de démontrer qu’il existe d ∈N∗ tel que (1,γ, . . . ,γd )
est liée. Or si d Ê pq , alors cette famille compte pq + 1 éléments et
dimQ[α,β] É pq d’après la question 16. Donc cette famille est liée, et γ est
donc algébrique.

19) Il suffit de démontrer que tout γ ∈ Q[α,β] non nul admet un inverse dans
Q[α,β]. Soit fγ :Q[α,β] →Q[α,β] la multiplication par γ. Cette application
est bien définie car Q[α,β] est une algèbre. Elle est injective car γz = 0 im-
plique z = 0. Puisque Q[α,β] est de dimension finie, fγ est aussi surjective.
Donc 1 a un antécédent par fγ, et cet antécédent est l’inverse de γ.

20) Déjà (Q,+) est un sous-groupe de C car c’est un sous-espace vectoriel. En
effet, si α,β ∈ Q et λ,µ ∈ Q, alors λα+µβ ∈ Q[α,β] ⊂ Q. C’est même une
sous-algèbre de C car αβ ∈Q[α,β] ⊂Q.

Il reste à montrer que tout α ∈Q non nul admet un inverse dans Q. Or l’in-
verse de α appartient à Q[α] =Q[α,α] qui est inclus dans Q. Donc Q est un
corps.

21) Soit P ∈Q[X ] non nul et z ∈C une racine de P . Quitte à diviser par le coeffi-
cient dominant – ce qui ne change pas les racines – on peut supposer P uni-

taire. On écrit P = X n +
n−1∑
k=0

ak X k où ak ∈Q. Soit dk le degré du nombre algé-

brique ak . Soit L= Vect{am0
0 am1

1 · · ·amn−1
n−1 zp | 0 É mk É dk −1 et 0 É p É n−1}.
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Montrons d’abord que zp ∈ L pour tout p ∈N. C’est vrai par définition pour
0 É p É n − 1. C’est vrai pour n car zn = −a0 − a1z · · · − an−1zn−1 ∈ L. Par
récurrence sur p. Supposons la propriété vraie pour p Ê n. Alors zp+1 =
zp+1−n(−a0 − a1z · · · − an−1zn−1) et par hypothèse de récurrence, il s’agit
d’une somme d’éléments de L (car L est stable par multiplication par les
ak ).

Puisque L est de dimension finie et contient Q[z], alors Q[z] est de dimen-
sion finie et z est algébrique.

V. Transcendance de e

22) Montrons par récurrence sur k que pour tout k ∈N, on a

I (t ) = e t
k∑

i=0
P (i )(0)−

k∑
i=0

P (i )(t )+e t
∫ t

0
e−uP (k+1)(u)du.

Initialisation : on intègre par parties en posant f ′(u) = e−u et g (u) = P (u).
On a ainsi

I (t ) = e t [−e−uP (u)
]u=t

u=0 +e t
∫ t

0
e−uP ′(u)du

= e t P (0)−P (t )+e t
∫ t

0
e−uP ′(u)du.

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un entier naturel k. On a donc

I (t ) = e t
k∑

i=0
P (i )(0)−

k∑
i=0

P (i )(t )+e t
∫ t

0
e−uP (k+1)(u)du.

On intègre par parties e t
∫ t

0
e−uP (k+1)(u)du, ce qui donne

e t
∫ t

0
e−uP (k+1)(u)du = e t

[
−e−uP (k+1)(u)

]u=t

u=0
+e t

∫ t

0
e−uP (k+2)(u)du

et donc

I (t ) = e t
k∑

i=0
P (i )(0)−

k∑
i=0

P (i )(t )−P (k+1)(t )+e t P (k+1)(0)

+e t
∫ t

0
e−uP (k+2)(u)du

= e t
k+1∑
i=0

P (i )(0)−
k+1∑
i=0

P (i )(t )+e t
∫ t

0
e−uP (k+2)(u)du.

Pour k Ê degP +1, on a la formule demandée puisqu’alors P (k) = 0.

23) On a

J =
n∑

k=0

(
ak ek

q∑
i=0

P (i )(0)−ak

q∑
i=0

P (i )(k)

)

=
(

n∑
k=0

ak ek

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(
q∑

i=0
P (i )(0)

)
−

n∑
k=0

q∑
i=0

ak P (i )(k).

Puisque P ∈Z[X ], P (i )(k) ∈Z et J est un entier.

Montrons que (p − 1)! divise P (i )(0) pour tout entier i . Si i < p − 1, alors
P (i )(0) = 0 car 0 est racine d’ordre p −1 de P . Si i Ê p −1, on écrit P = X p−1 A
où A ∈Z[X ]. D’après la formule de Leibniz,

P (i ) =
i∑

r=0

(
i

r

)(
X p−1)(r )

A(i−r ).

En évaluant en 0, il ne reste que

P (i )(0) =
(

i

p −1

)
(p −1)!A(i−p+1)(0)

car
(
X p−1)(r )

(0) est nul si r ̸= p −1 et vaut (p −1)! si r = p −1. Puisque A ∈
Z[X ], alors A(i−p+1) aussi et donc A(i−p+1)(0) ∈Z. Donc (p−1)! divise P (i )(0).

Montrons que p ! divise P (i )(k) lorsque k ∈ [[1,n]]. On écrit P = (X −k)p Bk .
Comme précédemment, d’après la formule de Leibniz et en évaluant en k,
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on obtient

P (i )(k) =
(

i

p

)
p !B (i−p)

p (k).

Puisque Bp ∈Z[X ], p ! divise P (i )(k). A fortiori, (p −1)! divise tous les P (i )(k),
donc aussi J .

Montrons que pour p premier assez grand, J est non nul. Déjà,

J ≡ −
n∑

k=0

q∑
i=0

ak P (i )(0) mod p !

≡ −a0

q∑
i=0

ak P (i )(0) mod p !.

Or P = X p−1 Ap
0 où A0 ∈Z[X ]. On a vu que

P (i )(0) = (p −1)!

(
p −1

i

)(
Ap

0

)(i−p+1)
(0).

Si i Ê p, on a donc (A0)(i−p+1) (0) = p
(

A′
0 Ap

0

)(i−p)
(0), et ainsi p ! divise P (i )(0).

Si i < p − 1, P (i )(0) = 0, comme on l’a déjà prouvé. Donc J ≡ −a0P (p−1)(0)
mod p !. Or,

a0P (p−1)(0) = a0(p −1)!

(
p −1

p −1

)
Ap

0 (0)

= a0(p −1)!(−1)p (−2)p · · · (−n)p

= a0(p −1)!(−1)n p(n!)p .

Si p est premier et strictement supérieur à n et a0 (il en existe puisque l’en-
semble des nombres premiers est infini), il ne divise pas a0P (p−1)(0), et donc
pas J non plus, et ainsi J est non nul.

24) On majore |J |. On a |J | É
n∑

k=0
|ak |ek

∫ k

0
e−u |P (u)|du. Soit a = max |ak |.

Alors |J | É aen(n + 1)
∫ n

0
|P (u)|du, car e−u É 1 sur [0,n] et |P (u)| Ê 0. De

plus, |P (u)| = |u|p−1|u − 1|p · · · |u − n|p É np−1(nn)p . D’où |J | É aen(n +

1)nnp−1(nn)p . Quitte à changer a en max(1, a), on a aen(n + 1) Ê 1, donc
aen(n +1) É (aen(n +1))p et enfin

|J | É (aen(n +1)nn)p .

D’autre part, puisque (p − 1)! divise J et que J ̸= 0 pour p premier assez

grand, on a (p − 1)! É |J |. Or pour tout C > 0, on a lim
p→∞

C p

(p −1)!
= 0. Pour

p premier assez grand, on a alors C p < (p−1)!. En prenant C = aen(n+1)nn ,
on a une contradiction.

Donc il n’existe pas d’entiers a0, . . . , an tels que a0 +a1e +·· ·+anen = 0 avec
a0 ̸= 0. Si e était algébrique, il serait racine d’un polynôme P0 à coefficients
rationnels, et en le multipliant par les produit des numérateurs des coeffi-
cients de P0, e serait aussi racine d’un polynôme deZ[X ]. Quitte à diviser P0

par X r , on peut supposer que a0 ̸= 0. Le réel e est donc transcendant.
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