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I. Nombres algébriques d
8 q existe P = Z aka € Q[x] non nul tel que P(a) = 0. Mais alors M, divise P.
1) Supposons a algébrique. Alors il existe un polynéme nonnul P = ap+ a; X + Donc g < dk:0

2)

3)

4)

5)

-+ a,XP e Q[X] tel que ap + aya +--- + apa” = 0. Puisque P est non nul, la
famille (1, ,...,a”) est liée. Réciproquement, supposons que (1,a,...,a”)
est liée. Alors il existe a, ay, ..., ap € Q non tous nuls tels que ap + aya +--- +
apa? = 0. En posant P = ag+ a1 X +--- + a, XP € Q[X], on voit que « est
algébrique.

Montrons que les nombres algébriques de degré 1 sont exactement les
nombres rationnels. Si a est rationnel, alors a est racine de X — a € Q[X].
Réciproquement, si a est algébrique de degré 1, il est racine de a; X + ag ou
apg, 1 €Qeta; #0. Donc a =—ap/a; € Q.

Le nombre complexe v/3 est racine de X? — 3, donc est algébrique de degré
< 2. [ n'est pas de degré 1 car sinon il serait rationnel d’apres la question
précédente.

Le nombre complexe i est racine de X +1, donc est algébrique de degré < 2.
Il n’est pas rationnel, donc n’est pas de degré 1. Donc i est de degré 2.

Supposons « algébrique de degré 2. Alors a est racine de ap+ a; X + ar X2, et
donc est aussi racine de p + mX + X2 si p=ap/az et m=aj/ay. De plus, A

n’est pas le carré d'un nombre rationnel, car sinon A = r2, our€Q,etalors
-m+|r| -m—|r| . . .
a= 5 ou PR et a serait rationnel. Donc «a serait de degré 1.

Réciproquement, supposons a racine de P = X + mX + p dont le discrimi-
nant A n’est pas le carré d'un rationnel. Alors il existe un nombre complexe

+r -m-r
et 5 . Ces

reC\Qtel que A = r?, et les racines de P sont alors —

nombres ne sont pas rationnels, sinon r le serait.

II. Sous-corps de C

6) Vérifions que I, est un idéal de Q[X]. On a immédiatement que I, est un

7)

sous-espace vectoriel, car contient le polyndme nul et est stable par combi-
naison linéaire. Puisque I, n’est pas réduit a {0}, il existe d’apres le cours un
unique polynéome M, € Q[X] unitaire ou nul tel que I, = M Q[X].

Soit g = deg M,,. (En fait, c’est p.) Puisque la famille (1, «, ..., a1 estliée, il

8)

9)

10)

11)

Réciproquement, montrons par 'absurde que d < g. Sinon, g < d. Donc

q
M, = Z aka annule a. Donc la famille (1, a,...,a?) est liée, et est une
k=0
sous-famille de (1, «, ..., ad_l) qui est libre. Absurde.

On écrit M, = PQ avec P, Q € Q[X]. Par symétrie, on peut supposer que «
est racine de P. Par minimalité de d, degP = p = deg M. Donc degQ =0 et
M, estirréductible sur Q.

Puisque M, € Q[X] est non nul et de degré strictement inférieur a celui
de My, le polynome M, ne divise pas M,,. Donc M), ¢ I, i.e. M, (@) # 0.
D’apres le cours, M, n’admet pas de racines multiples.

Exemple 1. Le polynome X> —5 est de degré 3 et n’admet pas de racine dans
Q : en effet, si r = p/q est racine, avec p,q € N*, alors p> = 5¢°. Si r est
I'exposant de 5 dans p et s celui de 5 dans g, alors 3p = 3s+ 1, ce qui est
absurde.

On en déduit, d’apreés le cours, que X3 -5 est irréductible sur Q. Mais alors,
a est algébrique de degré deg(X® —5) = 3.

Exemple 2. On étudie sur R1a fonction ¢ — P(f).Ona P'(t)=3 P#+1> 0, donc
la fonction polynomiale P est strictement croissante. Puisque tEr_nooP(t) =
—oo et IEI-POOP(U = +o00, P admet une racine d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires. Par stricte monotonie, cette racine réelle est unique.
Montrons par I'absurde que cette racine n’est 3%)as rationnelle. Sinon, soient
p € Z et g € N* premiers entre eux tels que P_S + p +1=0.0On a alors p3 +
pq* + q° = 0. Puisque ¢ divise pg® + ¢°, q divise p®. Puisque p et g sont
premiers entre eux, g divise 1 d’apres le lemme de Gauss. Donc g = +1, et
donc g = 1. De méme, p divise ¢° et donc divise g, d’oi1 p = +1. Puisque
p/g<0,onap=-1.0r-1nest pas racine de X3 + X + 1. Donc X + X + 1
n'admet pas de racine rationnelle.

Pour exprimer 'inverse de 1 + a, on dispose de deux méthodes. Soit on ré-
sout le systéme obtenu a partir de (1+a)(ap+a1a+ap a®)=1,ce qui conduit
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(en utilisant a® = —1 — @) au systéme

ag—dy = 1
apgt+ay—ay =
a+a = 0,
d’ott ay =2, a; = —1 et ap = 1. Soit on utilise le polyn6me minimal X3+

X +1 de a. Lalgorithme d’Euclide étendu donne — en une seule division —
X3+ X+1=(X+1)(X?-X+2)—1. En évaluant en a, on obtient encore
1=(a+1)(@*-a+2).

III. Polyn6me minimal

12)

13)

14)

15)

Par définition Q[a], la famille est génératrice. Elle est libre par définition de
d.

On pouvait vérifier les axiomes un a un. On préfere ici une preuve plus
conceptuelle. On va montrer que I'application F : Q[X] — C, P — P(a) est
un morphisme d’algébre. Son image est alors une sous-algebre de C, dont
on vérifiera que c’est Q[a].

On a immédiatement F linéaire et F(PQ) = (PQ)(a) = P(a)Q(a). De plus
F(1) = 1. Donc F est un morphisme d’algebre. Montrons que ImF = Q[a].
On a déja ImF o Qa] car si P = Xk, F(Xk) = a* e ImF pour tout 0 <
k < d — 1. Réciproquement, si z € ImF, alors z = P(a). On écrit la divi-
sion euclidienne de P par M, : P = MaQ + R ou degR < d. Mais alors
z=P(a) = My(@)Q(a) + R(a) = R(a) e Q[a] car degR < d.

Puisque Q[a] est une algebre, fz € Q[a] dés que B,z € Q[al. Donc fz est
bien définie. Elle est linéaire (évident), et z € ker fﬁ si et seulement si fz = 0.
Donc z = 0. Puisque le noyau est réduit a 0, fg est injective. Puisque Q[a] est
de dimension finie (égale a d), f[; est un automorphisme.

Puisque Q[a] est une sous-algebre de C, il suffit de démontrer que tout élé-
ment non nul de Q[a] admet un inverse dans Q[a]. Soit § € Q[a] non nul.
Alors 1 admet un antécédent a’ dans Q[a] par f,. Cet antécédent vérifie

aa' =1,etdonca’ =a .

IV. Cloture algébrique de Q

16)

17)

18)

19)

20)

21)

Montrons que la famille (akﬁ”)ogksp_l,()snsq_l est une partie généra-
trice de Q[a, B]. Puisque a’ € Q[a], a* est une combinaison linéaire de
1,a,...,a”"!. De méme B" est un combinaison linéaire de 1,8,...,897L.
En développant a*8", on trouve une combinaison linéaire des a* " avec
Osksp-letOsnsgqg-1.

Déja Q[a, B] est un espace vectoriel car c’est le sous-espace vectoriel engen-
drée par une partie. De plus 1 € Q[a, f].

Soient z,z' € Qla, f]. Alors 2= ) _ /li,ja"ﬁj etz' = ) pnsa’ B, avec

0<i,jsSN 0<r,ssN
NeNetA;jpurs€Q.Donczz' = Y Ajjursa’™ B+ € Qla, 1. Donc
0<i,j,r,ssN

Qla, B] est stable par produit. Donc Q[a, (] est une sous-algébre de C.

Soit y € Q[a, B]. Il s’agit de démontrer qu'il existe d € N* tel que (1,7, ... ,yd)
est liée. Or si d = pgq, alors cette famille compte pg + 1 éléments et
dimQla, B] < pg d’apres la question 16. Donc cette famille est liée, et y est
donc algébrique.

1l suffit de démontrer que tout y € Q[a, f] non nul admet un inverse dans
Qla, B. Soit fy : Qla, f] — Qla, B] la multiplication par y. Cette application
est bien définie car Q[a, (] est une algebre. Elle est injective car yz = 0 im-
plique z = 0. Puisque Q|[«, f] est de dimension finie, f; est aussi surjective.
Donc 1 a un antécédent par f, et cet antécédent est I'inverse de y.

Déja (Q,+) est un sous-groupe de C car c’est un sous-espace vectoriel. En
effet, sia,f e Q et A, u € Q, alors Aa + up € Qla, Bl < Q. C'est méme une
sous-algebre de C car af € Q[a, f] Q.

Il reste a montrer que tout a € Q@ non nul admet un inverse dans Q. Or I'in-
verse de a appartient a Q[a] = Q[a, a] qui est inclus dans Q. Donc Q est un
corps.

Soit P € Q[X] non nul et z € C une racine de P. Quitte a diviser par le coeffi-
cient dominant - ce qui ne change pas les racines — on peut supposer P uni-

n-1

taire. On écrit P = X" + Z aka ol ay € Q. Soit di le degré du nombre algé-
k=0

brique aj. SoitL = Vect{a, " a;" ---a,"'z" |0 < mp <di—1let0<p<n-1}.
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Montrons d’abord que z” € L pour tout p € N. C’est vrai par définition pour et donc

0<p<n-1.Cestvrai pour n car 2" = —ag— a1z — a2 € L. Par f ‘

récurrence sur p. Supposons la propriété vraie pour p = n. Alors zP*! = It = e Z pD(0) - Z PO (1) — p*+D (5) 4 ot p+D ()
2P (—ay— a1z — ap_12""Y) et par hypothese de récurrence, il s'agit i=0 i=0

d’'une somme d’éléments de L (car L est stable par multiplication par les +el f te‘” k+2) (1) du

ag). 0

Puisque L est de dimension finie et contient Q[z], alors Q[z] est de dimen- _ ot ’ilp(, 0) ’ilp D te f e~ pk+2) () dy,
sion finie et z est algébrique. = = '

Pour k = degP + 1, on a la formule demandée puisqu’alors p® =,

V. Transcendance de e 23) Ona

22) Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, on a

J = Z(akekzp(’ 0) - akZP(”(k)

=0 i=0 i=0

k . k ) t
I(f) = el’ Z P(l)(o) _ Z P(l)(l.) + et[ e_uP(kH)(u)du.
i=0 i=0 0

n 4q i
Y 3 @ PP k).

k=0i=0

P(l)(o)

o

k=0

Initialisation : on integre par parties en posant f’(u) = e * et g(u) = P(u).

On a ainsi . ) .
Puisque P € Z[X], P* (k) € Z et ] est un entier.

_ t Montrons que (p — 1)! divise pW (0) pour tout entier i. Si i < p—1, alors
t —u u=t t —Uup! .
ef[—e"P],y+e fo e P ludu PP (0) =0 car 0 est racine d’ordre p—1de P.Sii=p—1,onécrit P= X" A
ou A€ Z[X]. D’apres la formule de Leibniz,

I(¢)

t
e'P(0)— P(1) + etf e “P(udu.
0

;
P(i) — Z ( )(Xp 1) A(l r)
P e . —o\T

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un entier naturel k. On a donc r=0

. i En évaluant en 0, il ne reste que
. . t

I() = el’ Z P(l)(o) _ Z P(l)(l.) + et[ e_“P(kH)(u)du.
0

i=0 i=0 D) = J —1rAtE-p+D
P (0) (p—l)(p DA 0)

t
On integre par parties etf e “P** V() du, ce qui donne car (X”_l)(r) (0) estnulsir#p—1etvaut (p—1)!'sir=p—1.Puisque A€
0 Z[X], alors A“"P*D aussi et donc A“"P*Y(0) € Z. Donc (p—1)! divise P (0).
NG scrit P = (X — k)P
t u=t t Montrons que p! divise P'" (k) lorsque k € [[1, n]]. On écrit P = (X — k)” B.
t —u p(k+1) _ t|_ —uple+D) t —u p(k+2)
e fo e P (wdu=e [_e “Pt (”)] ueo € fo e “PE  (wydu Comme précédemment, d’apres la formule de Leibniz et en évaluant en k,
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24)

on obtient
i

PD(k) = ) p'BY P (k).

Puisque By, € Z[X], p! divise p4 (k). A fortiori, (p —1)! divise tous les p& (k),
donc aussi J.
Montrons que pour p premier assez grand, J est non nul. Déja,

n q
J = —ZZakP(”(O) mod p!
k=0i=0
q .
= —ay ) aPP(0) mod p!.

=0

Or P = XP~' Al ot1 Ag € Z[X]. Onavu que

P(i) (0) = (p_ 1)'(pl_1 (A(;)’))(i—p+1) 0).

Sii > p,onadonc (49)" PV (©0) =p (A(')Ag)(i_p) (0), et ainsi p! divise P (0).
Sii<p-1, P?P(0) =0, comme on I'a déja prouvé. Donc J = —aogP?~Y(0)
mod p!. Or,

p-1
—_1)
ag(p 1)-(’9_1

ap(p—DI(=1)P(=2)P---(—=n)P
ap(p—DI(-1)"pnhP.

agPP1(0)

AF(0)

Si p est premier et strictement supérieur a n et qy (il en existe puisque I'en-
semble des nombres premiers est infini), il ne divise pas aqP” 1 (0), et donc
pas J non plus, et ainsi J est non nul.
n k
On majore [J|. On a |J| < Z Iaklekf e “|P(w)ldu. Soit a = max|ag|.
k=0 0

n
Alors |J| < ae*(n + 1)[ |P(w)|du, car e “ < 1 sur [0,n] et |P(u)| = 0. De
0

plus, [P(w)| = |ulP Hu—-1/P---lu-nlP < nPL(n™P. D'ou |J| < ae"(n+

DunP Y (n™P. Quitte a changer a en max(1,a), on a ae”(n+1) = 1, donc
ae"(n+1) < (ae(n+1)? etenfin

lJ| < (ae" (n+1)n")P.

D’autre part, puisque (p —1)! divise J et que J # 0 pour p premier assez
p

grand, on a (p —1)! < |J|. Or pour tout C > 0, on a lim = 0. Pour

p—oo (p—1)!

p premier assez grand, on a alors C” < (p—1)!. En prenant Cl?: ae (n+1)n",
on a une contradiction.

Donc il n’existe pas d’entiers ay, ..., a, tels que ap+ aye+--- + aye” = 0 avec
ap # 0. Si e était algébrique, il serait racine d'un polynéme Py a coefficients
rationnels, et en le multipliant par les produit des numérateurs des coeffi-
cients de Py, e serait aussi racine d'un polynome de Z[X]. Quitte a diviser Py
par X', on peut supposer que a # 0. Le réel e est donc transcendant.



