1) A étant symétrique réelle, on sait qu’elle est diagonalisable a I'aide d’une matrice de passage

orthogonale. Notons (4,,..,4,) ses valeurs propres qu’on peut supposer ordonnées dans 1'ordre
croissant. Il existe une base orthonormée de vecteurs propres (X,,..., X,) telle que pour tout
iefl,., n},AX, = 1.X,.

Soit X un vecteur quelconque de norme 1, on le décompose sur la base (X,,..., X, ) sous la forme

X = Zn:aiXi ,onaalors AX = Zn:aiAXi = ialﬂl){i .
i=1

i=1 i=1

Par calcul dans une base orthonormée on a (AX|X ) = iiiaf ,d’ou 4, Zn:af < (AX|X ) < iniaf , et
i=1 i=1 i=1

comme Zaf = (X|X ) =1 ona 4, < (AX|X ) < A, et ce pour tout vecteur colonne X de norme 1.
i=1

Avec les choix particuliers X = X, et X = X, on obtient (AX|X)= 1, et (AX|X)= 4,.
Conclusion : m(A) et M(A) existent bien et sont égaux respectivement a la plus petite et a la plus

grande valeur propre de A.

2) Si A et B sont dans S (R) alors S, (R) étant un sous-espace vectoriel AA +(1—A)B est aussi dans
S, (R).

Soit X un vecteur quelconque de norme 1,

alors ((2A +(1-2)B)X|X)= 2(AX|X)+(1 - 2)(BX|X) < AM(A)+ (1 - 2)M(B) , or M(A) e Spr(A) I

et M(B) € Spr(B) c I, donc puisque I est un intervalle AM(A)+(1-A)M(B)el.

Ce nombre est un majorant de tous les éléments de la forme ((M +(1- /L)B)X|X), on en déduit que
M(AA+(1-2)B)el.

De maniere analogue on montre que Am(A)+(1—A)m(B) € I, ce qui entraine de méme que
m(AA+(1-A)B) e I. Comme M(AA +(1—A)B) est la plus grande valeur propre de 1A+ (1—-A1)B et
m(AA + (1 - A)B)la plus petite, on a bien Spr(1A+(1-4)B)c 1.

3) Soit X dans M, , (R),((A + ﬂ,B)X|X): (AX]X)+ A(BX|X)=>0 etsi (A,B)e (Sn++ (R))2 alors pour X

dans M, ,(R) et non nul, ona (AX|X)> 0 donc ((A + 2B)X|X )= (AX|X)+ A(BX|X)>0.

4) Déja remarquons que si A est dans S," (R), alors A est inversible : si X est un vecteur non nul de
M, , (R) alors on a (AX X )>0 ce qui empéche d’avoir AX =0, autrement dit seul le vecteur nul

vérifie AX =0, ce qui montre que A est une matrice « injective » donc inversible.



Ensuite, soit X non nul dans M, , (R),(A"X|X)=(A"X|A(A"X))> 0 puisque A"X %0 si X #0.
De plus toujours pour X non nul dans M, , (R),(ABAX|X)=(BAX|AX) par symétrie de A. Par
I'inversibilité de A on a toujours AX #0 et donc (ABAX|X)=(BAX|AX)>0 puisque B est dans

5, (R).

5) On a vu a la premiere question que si A €S, (R)alors m(A) est égal a la plus petite valeur

propre de A, on en déduit que si Spr(A) c R" alors m(A)>0.

Pour X dans M, ,(R) etnonnul ona (AX|X)= ||X||{A J > |X|*m(A) >0, ceci montre que A

1‘ X
X1
estdans S, (R).

Si AeS; (R),soit X un vecteur de norme 1 qui soit un vecteur propre associé a la plus petite
valeur propre de A, alors on a déja vu au 1) que (AX|X )=A,, on en déduit 4, >0 puis
Spr(A)cR".

Sans refaire on a la propriété analogue portant sur S," (R) en remplagant les inégalités m(A) >0 et

A, 20 par m(A)>0 et 4, >0.

6) VAeS,(R),A<A équivaut a dire que la matrice nulle est positive ce qui est bien le cas.

Ensuite si A et B sont dans S, (R) alors ona bien B—-A€S, (R),

supposons VX e M, , R),((B- A)X|X) >0et((A- B)X|X) >0, 1ie.

VX e M, (R),((B-A)X|X)>0et((B-A)X|X)<0, ceci entraine VX e M, , (R),((B— A)X|X)=0.

Le résultat de la question 1) nous montre alors que toutes les valeurs propres de B— A sont nulles,

comme cette matrice est diagonalisable, elle est semblable a la matrice nulle donc nulle, et A=B.

Et puisque ((C - A)X|X) = ((C - B)X|X)+ ((B — A)X|X), on a bien la transitivité requise.

7) Soit A €S, (R), appelons A la plus petite valeur propre de A, alors A >0 par la question 5) et

pour X dans M, ,(R) etnnonnul ona (AX|X)= ||X||2£A J > |X|*m(A) = 2|X]|* = A(X|X). On

1‘1
X[
en déduit que pour tout X dans M, ,(R) ((A - Al )X|X)2 0ie A, <A.

Pour A<I, < M(A)<1,le calcul est le méme:

A<I, = VXeM,, [R), (I, -A4)X[X)>0 < VX eM,,(R), (X|X)>(AX]X)



et ceci est bien équivalent a {A ﬁ‘ ﬁ} <1 pour tout X dans M, ,(R) et non nul, ou bien encore a

(AX|X )<1 pour tout X de norme 1, ce qui est encore équivalent a M(A)<1.

8) Soit S €S, (R), soit X e M, ,(R), (SBS - SAS)X|X )= (S(B— A)SX|X)=((B- A)SX|SX)> 0 puisque

A<B et SXeM,,(R).

A 0 .00
_ , 0 A4 - |
9) Soit AeS,(R),si A=Px| . .= . 0 P, alors
0 0 4,
a+bi, 0 0 a 0 ... 0 bia, 0 ... O
0 a+bd, - ) 0 RN bA, - S
f(A)=Px ) _ P~ =Px| . P~ +Px ) p
; 0 : 0 . 0
0 0 a+b4, 0 0 a 0 0 bA

soit: f(A)=al, +bA.
Soit Be S, (R) telleque A<B,i.e. B—A est positive, bB—DbA est alors aussi positive ainsi que

(al, +bB)—(al, +bA), ceci montre que f(A)< f(B).

10
10) B-A = (0 0] est une matrice positive puisque son spectre est {0,1} — R* (résultat de la

5 3) (2 2 3 1
question 5)). On a alors f(B)— f(A)=B>-A* = [3 2} - (2 2} = [1 OJ , cette derniere matrice a

pour déterminant —1, comme c’est le produit de ses deux valeurs propres on en déduit que le

spectre de f(B)— f(A) n’est pas dans R™ et donc que cette matrice n’est pas positive.

11) Soit (A,B) € (S, (R))* tel que A<B,

-1/2

en suivant l'indication de I'énoncé ona A<B= B "?AB™* <[, et donc avec la question 7)

M(B"?AB*)<1.
Or B"?AB* e S;*(R) d’apres la question 4), donc Spr(B > AB¥*) < |0,1], on en déduit que
Spr((BV*AB™*)™") c[1,+od[ i.e. Spr(B"*A™B"*) c[1,+oc[, soit encore I, <B"*A™'B"?.

12

On réutilise alors encore une fois la question 8) avec S =B pour obtenir B <A™, et comme

A™" —B™ positive est équivalent a écrire —B™' —(—A™") positive, on a prouvé que -~ A~ <-B™" et

R” >R"
finalement que f: ; 1t définit un opérateur monotone sur S, (R).
H —



12)

A>+B> (A+BY A?2+B?> A?+AB+BA+B*> A?—-AB-BA+B?> (A-BY )
> _ > — > _ 1 = 1 = or le carré

d’une matrice symétrique est bien symétrique et c’est aussi une matrice positive puisque ses

valeurs propres sont les carrés de celles de la matrice initiale et a ce titre sont toutes positives. On

en déduit que f:t+>t> définit un opérateur convexe.

Soit g :t+> a+bt+ct? avec (a,b,c) e RxRxR", alors g(A;FB)— al, +bA f(AJFBj d’ou

A B A B
<( );—g( )_g(A;B):aI,,+bA;raIn+bB_aIn_bA;-B+cf( );-Cf( )—Cf(A;Bj,ouencore

g(A);r 8(B) _ g(A;_ B) = c( f(A);Lf(B) - f(A; BD, d’apres le début de la question cette matrice

est bien positive si c e R" et g définit un opérateur convexe.

1 1 , (4 4 3 1 , (10 4 , (34 14
13) A= = A’ = , B= = B° = = B’ = ,d’oul
1 1 4 4 1 1 4 2 14 6
A*+B* (19 9 tA+B_21 A+BY (5 3 A+BY (13 8
2 |9 s5)¢ 2_113(2 3272 ) Tls s/
CA*+B
u
2

d’o

A+B 6 1 X . : R
| =11 ol comme a la question 10) cette matrice a pour déterminant —1,

comme c’est le produit de ses deux valeurs propres on en déduit que le spectre de

A’ +B® _(A+B)3 _(6 1

5 5 =11 0) n’est pas dans R" et donc que cette matrice n’est pas positive et

f :t > t° ne définit donc pas un opérateur convexe.

_ 00
14) On a déja f(B)=(0 2).

La matrice A est de rang 1, elle a donc 0 comme valeur propre, I’autre est sa trace qui vaut 2, ces

A+B 1
2

caractéristique est (1 - Xj(— 1 x j Loyl X-—=
2 2 4
+B

1 0
LP( JP‘I , et donc

1 1
valeurs propres étant positivesona f(A)=A.On a aussi ( 1 J , son polynéme

On peut donc trouver une matrice inversible P telle que

A+BY 1 10\, 1
1% jzﬁp(o JP “ B

J2 |0




Finalement

f(A)+f(B)_f(A+B) 1(1 1}_ 1, 1(1—\/5 1

- = , mais le déterminant
5 2 1 3 1 3-42

-2 5>
(1-V2)3-+2)-1_4-42
4 4

de cette matrice vaut =1-+2 <0, ce qui montre qu’elle a une valeur

propre positive et une valeur propre négative, cette matrice n’est donc pas positive et f : ¢+ |t| ne

définit pas un opérateur convexe.

-1 -1 Afl _ Bfl Afl Bfl -1 Afl _ Bfl -1
15) Montrons que A +B _( 4 +B )« )=(A+Bj , ou ce qui est

2
-1 -1 A B A—l _ B—l A—l B—l -1 A—l _B—l
équivalent que (A+Bj A +B —( + B)( A +B7) ( ) =1I,.
2 4
(A+Bj A1 +B') 2I, +AB'+BA™
Déjaona = , et
2 2 4
(A+B)Y(A"'-BH)A'+B ) (AT -B) B (BA"-AB)YA+B ) (A" -B)
4 - 4 '

expression que l'on peut réécrire astucieusement :
(BA"+B)-AA"+B")A " +B ) (A" -BT)
4

(B-A)(A'-B') BAl+ABT-2I,

et qui se simplifie en

4 4
-1 -1 -1 -1
et finalement comme 21, AB4 tBA _AB ¥ Bf 21, _ I, on a bien établi la formule

demandée.
14B?
D’apres les questions 3) et 4) on a (Tj € S, (R), donc avec la question 8) on a

(A" -BHYA+BHY (AT =BT . . _ R” ->R" | .
> qui est positive, ce qui montre que f : ey définit un
-

opérateur convexe.

16) Ona (B - A")X = X = (B*X[B"*X)- A(B"*X|x )= (B"*X|A"*X)<|B">x]-|4"*X

7

or [AVX]=lA"?x|A"X) = [[AX]X) et [B*X] = JiBl/ZX\Bl/ZXiz J(BX|X), et comme ona A<B,

ona (AX|X)< (BX|X), on en déduit (B"2X|B"*X)- A(B"2X|x )< \[(BX|X),[(BX]X) = (BX|X).

Ceci se réécrit alors (BX|X)- A(B"2XX)< (BX|X), d'ot 2(B**X|X)20.
Or BeS!"(R)= B"* € S;*(R), et puisque par construction B"* est symétrique avec des valeurs
propres strictement positives, on en déduit que (Bl/ 2 X‘X)> 0 puis que A >0. On en conclut avec la

question 5) que AY> <B"2.



