ESPACES VECTORIELS NORMES : PREMIERES DEFINITIONS

Définition d’une norme

Soit E un espace vectoriel sur K, une norme sur F est une application N de
E dans R vérifiant :

(i) VeeE, N(z)=0=2z=0 Séparation

(ii) Vze E,VAeK, N(Ax) = |A\|N(z) Homogénéité

(iii) V(z,y) € E?, N(z +vy) < N(x)+ N(y) Inégalité triangulaire
Le couple (E, N) est alors appelé espace vectoriel normé.
Exemple : La valeur absolue (le module) est une norme sur R (sur C).
Remarque : tout C-espace vectoriel FE est un R-espace vectoriel ; une C-
norme est donc une R-norme ; la réciproque est fausse.
Proposition: si N est une norme sur E alors
(1) V(z,y) € E®, [N(2) = N(y)| < N(z - y).
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(i) Vg e N, Y(zq,...,z,) € EY, N(Zazk) <Y N(zp).
k=1

k=1
Théoréme : si (z,y) — (:E\y) est un produit scalaire sur l'espace vectoriel
L 1/2 : .,
E, alors 'application z — ||z||]2 = (z|z) /? est une norme sur E, dite associée

au produit scalaire.

Distance associée a une norme
a) Définition : on appelle alors distance associée & N Dapplication d de E?
dans R définie par : V(z,y) € E?, d(z,y) = N(z — ).
b) Propriétés de d
(i) V(x,y)€E? d(z,y) =0 < =y
(ii) V(z,y) e E? d(z,y) = d(y,) Symétrie
(iii) V(z,y,2) € E3, d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) Inégalité triangulaire
Boules
a) Soient (E, N) un espace vectoriel normé, a un élément de F et r € Ri, on
définit :
B(a,r)={z€FE ‘ N(z — a) < r} boule ouverte de centre a et de rayon r,
By(a,r) = {z€E | N(z — a) < r} boule fermée de centre a et de rayon r,
S(a,r)={z€E ‘ N(z — a) = r} sphere de centre a et de rayon r.
b) Définition Si (E, N) est un espace vectoriel normé, une partie A de E est
dite bornée si elle est contenue dans une boule.
c) Avec les mémes notations A est bornée si, et seulement si, il existe un
réel positif A tel que, pour tout (z,y) € A%, N(z —y) < A ou encore si, et
seulement si, il existe un réel positif M tel que, pour tout x € A, N(z) < M.

d) Si A est bornée et non vide, on appelle diametre de A, et on note diam(A),
la borne supérieure de {N(z —y) | (z,y) € A?}-



e) Si X est un ensemble, une application f entre X et l’espace vectoriel
normé E est dite bornée si la partie f(X) de E est bornée. On note B(X, E)
I’ensemble des applications bornées de X dans FE.

Distance d’un point a une partie

Soient (F, N) un espace vectoriel normé et d la distance associée. Si A est une
partie non vide de E et z un élément de E, I’ensemble {N(:I: —a) ! ac A}
est une partie non vide et minorée de R, on appelle distance de x a A, et I'on
note d(x, A), le nombre réel inf N(x —a) = inf d(zx,a).

acA acA

Vecteurs unitaires : si (E, N) est un espace vectoriel normé, on appelle
vecteur unitaire tout élément v de F tel que N(v) = 1.
Remarque : si (F, N) est un espace vectoriel normé et si ue E \ {0}, alors,

pour tout A € K, le vecteur v = A est unitaire si, et seulement si, |A| = 1.

N(u)
Norme et distance induites
Soient (E, N) un espace vectoriel normé et d la distance associée.

Si F' est un sous-espace vectoriel de F, la restriction de N a F' est une norme
sur F', appelée norme induite par N sur F', on la note encore V.

Si A est une partie de F, la restriction de d a A x A est appelée distance
induite sur A et vérifie les mémes propriétés que d.

Produit d’espaces vectoriels normés
Théoréme et définition : n désigne un élément de N*, pour tout i e[1,n],
(E;, N;) est un K-espace vectoriel normé, £ = Ey x --- X E,, est l'espace vec-

toriel produit. L’application N : (z1,...,x,) — rrﬁax]] N;(x;) est une norme
1€(1l,n

sur E, appelée norme produit et (E,N) est appelé espace vectoriel normé
produit.

Exemples

a) sur K™ : Ny, No, Noo.
Neo : (1, .., @n) = max {|z1],|22], .. ., |20l }-
Nl : (CUl)"-axn) = ‘$1| +t |CIZ’n|

1/2
No:(x1,...,2p) — (]:1;1|2_|_..._|_|xn|2) / .

b) En dimension infinie.

e Si X est un ensemble non vide et (E, N) un espace vectoriel normé, B(X, F)

est un K-espace vectoriel et NX : f s sup N ( f (ZL‘)) est une norme sur cet
rzeX
espace vectoriel, on ’appelle norme de la convergence uniforme.

o Ni, Ny et NP gur C([a, b],K).
o N, sur *(N,C).
e Ny sur /*(N,C).

e Ny sur ?(N,C).



