Calcul différentiel et intégral (rappels de MPSI et compléments)

Théoréme de Rolle
Soit [a, b] un segment de R, a # b. Si f € C([a, b], R) est dérivable sur |a, b| et si f(a) = f(b),
alors il existe ¢ € ]a, b tel que f'(c) = 0.
Théoréme de Rolle (généralisation 1) : soit a € R. Si f € C([a, +o0[,R) est dérivable
sur |a, +00| et Emf = f(a), alors il existe ¢ € |a, +00| tel que f/(c) = 0.

t

Démonstration : soit ¢ : [0,1[— R, t — a + T—¢
Posons F(t) = fop(t)sit € [0,1[et F(1) = f(a). F vérifie les hypotheses du théoréme de
Rolle sur [0, 1]. 11 existe donc ¢ €10, 1] tel que F'(¢) = 0. Comme F'(t) = f'(p(t)).¢(t) et
' (t) # 0, le théoréme est prouvé.
Théoréme de Rolle (généralisation 2) : soit n € N*. Si f € C"([a,b],R),a < b possede
n + 1 zéros sur [a, b], alors f() a au moins un zéro sur [a, b].

Exercice : si P € R[X] est scindé sur R, P’ est scindé sur R.

Solution

_)\H —ar)™, a3 <ay <+ <an, NERY, N =deg(P) =) .
k=1
D’apres le theoreme de Rolle, P" a (n — 1) zéros réels (by)1<r<n—1 OU
ar < bp < agy1. Chaque ai est racine de P’ d’ordre (ap — 1). Donc P’ a au moins :
n

n—1+ Z(ak — 1) = N — 1 zéros réels. Comme deg(P’) = N — 1, P’ est scindé sur R.

Théoréme des accroissements finis
Soit [a, b] un segment de R,a # b. Si f € C([a,b],R) est dérivable sur |a, b[, alors il existe
¢ €la,b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Théoréme des accroissements finis (généralisation)
Soit (f,g) € (C([a,b],]R))z, si f et g sont dérivables sur Ja,b[ et si ¢'(z) # 0 si z €]a,b],
f) = fla) _ f(e)

g9(b) —gla)  g'(c)

Démonstration : Soit ¢ : x — f(x) — f(a) — A(g(z) — g(a)) ot A =

alors il existe ¢ € |a, b tel que

f(b) = fla)

9(b) — g(a)
Procédés généraux de recherche de primitives.

1. Utilisation de la linéarité de 'intégration.

2. Changement de Variable

] / / —1ldz / dx c N*
exemples : —s [ ———,n .

P Va2 — a2 —|- 1 x x(x™ 4+ 1)

3. Intégration par parties. Elle est 1nteressante dans les 2 cas suivants :
dx

(.IQ + 1)n
b) cas de fonctions transcendantes ayant une dérivée algébrique :
In, arctan, arcsin, arccos .

a) Pour déterminer une formule de récurrence. exemple : /

Primitives de fonctions rationnelles

1. Décomposition en éléments simples sur C.

2. Primitives de la partie entiere : R.A.S.



3. Primitives des éléments simples :

d Injz—a|+C sin=1
SiaeR,/—x: -1 . ;:z:;éaetneN*.
(x —a)™ (n—l)(m—a)”—1+081n>2
— R
dx 1n|a:—a|—|—iarctan(xo—e(a)>+C’sin:1
(z—a) +C sin>?2

(n—1)(x —a) !

Remarque : certaines fonctions n’ont pas de primitives s’exprimant a ’aide des fonctions

usuelles connues f : x — f(z) avec f(z) = —ou

ou s ou In(In(x)), ou e % In(z),. ..

e
In(z)

611?

sin(x) .

,oue ", ou sin(2?), ou cos(z?),

Primitives usuelles
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