Les parties II, III, IV et V sont indépendantes sauf en ce qui concerne les notations, elles pourront

utiliser des résultats de la partie 1.

PARTIE I

1°) Soit ¢ la fonction définie sur [—%,%} par ¢ (t) = 1 —

— sit #0 et ¢(0)=0.
t  sint

a) Donner le développement limité a l'ordre 4 de ¢ au voisinage de 0, en déduire que ¢ est

continue et dérivable en 0, préciser ¢'(0).

b) Montrer que g est de classe C ' sur [—%,%}

c) On définit la fonction y sur [—%,%} par y (t) = t—t sit 20 et (0)=1, montrer sans calcul
sin

que yest de classe C ' sur [—%,%}, préciser y'(0).
b
2°) Soit ¢ une fonction de classe C ' sur [a,b ], montrer que lim J. g (t)sin(At)dt =0.

3°) Pour n>1 ett €[0,7], onpose A, (t)=1 +2Zcos(2kt ). Calculer A, (0) et A, (7) et montrer que
k=1
7/2

pour t € |0, z[ . En déduire la valeur de J.
0

sin(2n + 1)t

sint

sin(2n + 1)t

A, )= :
sint

dt .

PARTIE II

/2
1°) Déterminer la limite de I o(t)sin(2n +1)tdt quand n tend vers +o, et en déduire la limite de
0

72 .

2n+1
I wdt quand 7 tend vers + 0.
0

2°) On pose F (x) = J.Sltitdt .
0
a) Justifier cette définition, que peut-on dire de F ((Zn + 1)%) ?

b) Soit x > %, montrer qu’il existe un entier n(x) tel que (2n(x)+ 1)% <x <(2n(x)+ 3)1.
c) Montrer que I ﬂdt tend vers 0 quand x tend vers + . En déduire [ = lim F (x).
(2n (x )+1)z/2

. , o . 2 P
3°) Montrer a l'aide d"une intégration par partie que <— pour y >x >0, en déduire que
x

F(x)—l|£z.
X

Vx >0,




PARTIE III

1°) Trouver deux constantes réelles o et Stelles que Vn > 1,I(at >+ Bt)cos(nt )dt = iz :
n
0

2°) Que vaut alors 22— —][‘ at® + A, (2jdt ?
(t”+ /1)
sin[t)
2

classe C ' sur [_Z —} Donner la valeur de Zi en déduire celle de Z
22 n=11 n:O 27’1 + 1

3°) Montrer sans calcul que la fonction t — pour t #0 se prolonge en une fonction de

PARTIE IV

Soit f une fonction continue et 27 périodique, on appelle coefficient de Fourier d’ordre n de f le

nombre complexe c, = 2i J.f(t)e‘i‘“dt. On pose pour tout x réel S, (x)= che e
T k=-n

inx

+00
Lorsque la suite (S, (x)), converge on note che

n=—0

sa limite, qu’on appelle la série de Fourier de f

en x.

On suppose dans cette partie uniquement que f a en tout point une dérivée a droite et une dérivée a

gauche.
x -t

1 sin(2n + 1)( )
1°) Soit x un réel, montrer que S, (x)=— _f ft) dat

27 . (x —tj

z sin
2
1% sm (2n + 1)t 17% sin(2n + 1)t
2°) En déduire que S, (x)=— If —_— — J.f -2t)———dt .
sint sint

- 2n + 1)t
3°) a) En utilisant la valeur déja calculée au I de IM

0

: dt expliciter une fonction u

sint
e /2

continue sur }O,E} telle que S,(x)—f(x)= _[ u(t)sin(2n +1)tdt . Montrer que u peut se

0

. . r
prolonger en une fonction continue sur le segment [O,E}.

b) On admet que le résultat de I 2°) est encore vrai pour une fonction g seulement continue,

montrer que (S,(x)), converge et que che " =f(x) (ce résultat est le théoreme de

n=—0

Dirichlet-Lejeune : f(x) est égale a la somme de sa série de Fourier).



4°) Soit f la fonction 27 périodique telle que Vx e[~z +x],f(x)=x?, tracer la courbe de f puis

calculer les coefficients de sa série de Fourier. Appliquer le théoreme vu au 3°) a f. En choisissant des

+00 1 +o0 _1 n
valeurs particuliéres pour x retrouver alors la valeur de 2—2 puis donner la valeur de Z ( 2) .

n=11 n=1 N
PARTIE V
Ici f est seulement supposée continue et 27 périodique, on pose pour tout x, F, (x) = L 1 ZS (X))
n+ m=0
. sinz(n;_ljt r sinZ(n;_ljt
1°) Montrer que » Y e™ =———=_2 et calculer J. dt .
m=0k =—m s 2 t _ 2 t
sin (j 727(n +1)sin (2)
i sin” [” ; 1jt
2°) Montrer que Fn(x)—f(x):J.(f(x —t)—f(x)) . dt .
—” 27(n +1) sinz(zj
3°) a) Soit ae0,7[, montrer qu’il existe une constante K telle que l'on puisse majorer
o sin2(n;1]t » sinz(n;_l)t
[(F(x=t)=f (x)) ~at]et [[(F(r =0)=f (x)) ot
.2 s a2
“ 27(n +1)sin (j d 27(n +1)sin (]
2 2
par K
(n +1)sin® (Zj

b) En déduire en utilisant la continuité de fen x que (F,(x)), converge vers f (x) (théoréme

de Fejer). En utilisant une uniforme continuité a justifier prouver que la convergence est

uniforme.



