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Intégration et dérivation

Intégrale dépendant d’un parametre :

g:A—>Kux— /f(x,t)dt, I est un intervalle de R.
I

Théoréme (continuité)

Soient I un intervalle de R, A une partie de R™ et f &€ F(A x I, ]K)

Si e pour tout ¢ € I, la fonction x — f(z,t) est continue sur A,
e pour tout x € A, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux sur I,
o il existe p € L1 (I,R+) telle que, pour tout (z,t) € A x I,|f(z,t)| < p(t),

alors la fonction g : z — / f(x,t)dt est définie et continue sur A.
J

En pratique on vérifie 'hypothése de domination sur tout compact inclus
dans A ou sur des intervalles adaptés a la situation.
Théoréme (limite). On utilise le théoréme de convergence dominée appliqué
aux familles de fonctions (f(z,.))zc -
Théoréme de Leibniz (dérivabilité)
Soient I et A sont deux intervalles de R et f € ]-"(A x I, K)
Si e pour tout x € A, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur I,

e pour tout t € I, la fonction = +— f(z,t) est de classe C! sur A4,

of .

e pour tout z € At — %(aa t) est continue par morceaux sur /,

e pour tout segment [a,b] C A, il existe p € L(J,R,) telle que :

V(e 1) €la ] x 1| 2 (2,0 < o10)

alors g est de classe Ct sur A et ¢'(z) = gf (x,t)dt.
x
Corollaire _
57
Soit k& € N*. Si pour tout JjEo,k—1 78;; (z,.) est intégrable sur I et si
ak
I’hypothése de domination sur un segment est vérifiée par %{(ac’, .), alors g
. 9
est de classe C* sur A et Vi €[0, k],Vz € A, ¢V (2) = ; Oz {(95 t)dt.

Dérivation des suites et séries de fonctions

Théoréme. Soit (f,)nen une suite de fonctions de C! (I, K) convergeant sim-
plement sur I vers f. Si (f})n,en converge uniformément sur tout segment de
I vers g€ F(I,K).
Alors (fn)nen converge uniformément sur tout segment de I vers f de classe
ClsurIet f'=g.
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Corollaire. Soient k € N* ( fn)neN une suite d’éléments de C* (I, K) telle que
(i) Pour tout peN, p <k, ( ) converge simplement sur [

(ii) ( fn )n e n converge uniformément sur tout segment de I vers g € F(I,K).
Alors (fn)nen converge uniformément sur tout segment de I, sa limite f est
de classe C* sur I et vérifie f(*) = g.

Théoréme. Soit (f,,)nen une suite d’éléments de C* (I, K) telle que Y f,, con-
verge simplement sur I et que > f/ converge uniformément sur tout segment
de I. Alors ) f, converge uniformément sur tout segment de I, sa somme S

o0 ! oo
est de classe C! sur I et S’ = (an) = fol
n=0 n=0

Corollaire. Soient k € N* et (f,,)nen une suite d’éléments de C*(I, K).

Si pour tout p € N;p < k,Zﬂ(Lp) converge simplement sur I et si Zfék)
converge uniformément sur tout segment de I, alors :

> fn converge uniformément sur tout segment de I, sa somme S est de classe

o0 (P) o0
C* sur I et pour tout p < k, S = (Z fn) = Z S
n=0 n=0

Comparaison séries/intégrales

Théoréme
Si f est continue par morceaux positive et décroissante sur R, alors

e la bulte Z f(k

o la série Y w, ot w, = (/ f) — f(n) est & termes positifs et convergente.
n—1

/ f(@) dt converge,
n>0

o feL' (R4, R) <= 3 f(n) converge, sinon if ) e / '
k=0 0

Sommation des relations de comparaison

Théoréme (intégration des relations de comparaison)
Soient f et g continues par morceaux sur [a,b[, f & valeurs dans Ry et g &
valeurs complexes avec g = o(f).

b b
e Si feL([a,b[,R) alors/ g —b0</ f).
x = x
e Dans le cas contraire, / g = 0O (/ f>
Ja z—b a

Résultats analogues en remplacant « O » par «o» ou «~».
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Théoréme de sommation des relations de comparaison
> v, désigne une série & termes positifs, > u, une série & termes complexes
vérifiant u,, = O(vyp).

n—oo

e Si > v, converge alors > up = O( > vk).

k=n n—roo k=n
n n
e Si ) v, diverge alors > up = O( > vk).
k=0 "7 Nk=0

Résultats analogues en remplagant « O » par «o» ou «~ .

Intégrales, suites et séries mixed grill

. Sur un segment

Théoréme 1 : si (f,) est une suite de fonctions continues sur un segment
[a,b] de R & valeurs dans K, qui converge uniformément sur [a, b] vers f, alors

/:fnm/abf-

Théoréme 2 : soit (f,)€C([a,b], ]K)N. Si Y fn converge uniformément sur

b 00" b b oo
[a, b], alors Z / fn converge et Z / o= / Z fo-
a n=0va @ n=0

Sur un intervalle quelconque (en particulier ullgegment)

Théoréme de convergence dominée
Si (fn) est une suite de fonctions de CM (I, C), convergeant simplement sur
I vers feCM(I,C). S'il existe p € L!(I,R) positive telle que pour tout

neN, |fa| < o, alors f€LY(I,C) et/f:lim/fn.
I mJr

Théoréme d’intégration terme a terme

Soit Y fn une série de fonctions de £1(I,K) convergeant simplement sur I,

de somme fe€CM(I,K) telle que Z / | frn| converge. Alors
I

feLi(1,K), Z/Ifn converge et/lf:/lifn:i/lfn.
n=0 n=0

Théoréme de convergence monotone

Soit (f,) une suite de fonctions continue par morceaux et intégrables sur I &
valeurs dans R, telle que Y f,, converge simplement et que sa somme soit
continue par morceaux sur I, alors dans [0, +00],

nzo/]fn(t)dt—/l(nzofn(t))dt.

Remarque : les théoremes donnent des conditions suffisantes pour Iinter-
version des deux signes «somme ».

Intégration par parties sur un intervalle quelconque

/abfg’— [fg}z—/abf’g

L’existence des limites du produit fg aux bornes de I'intervalle assure que les
intégrales de fg’ et de f’g sont de méme nature.

Familles sommables

Théoréme de sommation par paquets.

Soient (I,)n en est une partition de I et u = (u;); ¢y une famille sommable
de nombres complexes de somme S(u).

o0

Pour tout n €N, Sy, (u) = Z u; est définie et, S(u) = Z u; = Z S, (u).

i€l iel n=0
Corollaire
Soient (u;)ier et (vj);e s deux familles sommables de nombres complexes, de
sommes respectives S(u) et S(v), alors la famille (u;v5)(; ;) e rx. est sommable
de somme S(u)S(v).
Corollaire
Soit (I)nen une suite croissante de parties d'un ensemble I non vide. Si
(ai); e 1 est une famille sommable de nombres complexes de somme S(a), alors
Z a; — S(a).
ier, "
Corollaire
Le produit de Cauchy de deux séries > a, et > b, & termes complexes
absolument convergentes converge absolument et a pour somme S(a)S(b).

Théoréme d’interversion des sommations
Soit, pour (p,q) € N2, u, , €C.

(o)
Si pour tout g €N, E |up,q| converge et E E [up,q| converge,
p=0 40 p=0

[e o]
alors pour tout qGN,ZuP’q converge et ZZup,q converge, pour tout

p=0 =0 p=0
o0
peN, E Up 4 converge et E E Up,q CONVErge avec
q=20 p=0q=0
oo o0 o0 oo
E E Up,q = E E Up,q-
p=0q=0 q=0 p=0



