Le pendule lesté (x)

@ Latige a un mouvement de rotation autour de I’axe z. Comme il s’agit d’un solide, I'équation du mouve-
ment s’obtient par le théoreme du moment cinétique scalaire autour de I’axe Oz.

e Systeme : tige, modélisée par un solide formé de deux points matériels de masse m liés rigidement.
* Référentiel R : terrestre, qui est galiléen en bonne approximation pour un tel mouvement.
Bilan des actions mécaniques :

¢ Le contactentre la tige et le bati est modélisé par une liaison pivot, qu’on suppose implicitement parfaite

donc de moment :
A, (liaison) =0

* Le poids ?1 du point matériel Mj, située a distance £ de I’axe, a pour moment par rapport a I'axe (on
utilise le repére polaire habituel) :

1
M, (?1) = (OMy A (m)) - & = —Smgtsin(6)
* Le poids ?2 de la deuxieme masse a pour les mémes raisons un moment

M, (?2) = (O—]\>/[2 A (m?)) U= —mglsin(0)

Comme le moment cinétique est additif, le moment cinétique du systeme est la somme des moments
cinétiques de chacune des deux masses (le moment cinétique de la tige est nul car son moment d’inertie

est négligeable). Le moment cinétique du point matériel M; vaut L) (M) = m%é.

= Ce résultat se retrouve directement a partir du moment d’inertie d’un point matériel situé a distance R
de I’axe de rotation z, J, = mR? ... mais aucune expression de moment d’inertie n’est a priori a connaitre.

De méme, on trouve pour My : £,)(Mz) = m?). On a donc au total L, () = Sme?0.
Finalement, d'apres la loi du moment cinétique (on note S = {M; + M>}),

d[,(z)(S) =4 =g O  gx 3 .
— = <P1> nya (PQ) = Sml*f = ~Smglsin(0)

0+ 5 sin(d) =0

© Par application de la définition,

— — ¢
2m(ﬁzm0M1+mOM2:> (ﬁz%uj

©® Appliquons le théoreme du moment cinétique a ce nouveau systéme, un point matériel G' de masse 2m
situé a distance 3 de I'axe. La seule action mécanique qu'il subit est son poids, de moment

3¢ .
M, (ﬁ) = —-2m X g X Zsm(@)
et son moment cinétique par rapport a I'axe z vaut

202,
ﬁ(z)(G) = 2m X 1—60
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D’apres le théoreme du moment cinétique,

Ime? .. 3mgl . . 4g .
3 0=— 5 sin(0) = H—i—gsm(ﬁ)fo

On n’aboutit pas a la méme équation du mouvement, ce qui signifie que les deux systemes ne sont pas
équivalents.

w= La conclusion a retenir que la dynamique d’un solide en rotation n’est pas donnée par celle d’un
matériel situé en son centre d’inertie, ce qui est une différence importante avec un solide translation, pour
lequel on aurait obtenu la méme équation avec les deux modeles.

H Cylindre dans une gouticre ()

@ Le systeme est le cylindre soumis a son poids (force conservative) et a la réaction du support (ne travaillant
pas en I’absence de glissement).

Le travail du poids est P= mg - (bdf uj) = —mgbsin(8) = —d&,. On peut donc écrire :

Ep(0) = —mgbcos(f) + cte avec &,(0) = —mgb+cte =0 =

On obtient :

£,(8) = mgh (1 — cos(8)) = %mgb¢92 +o(6?)

© La condition de roulement sans glissement au niveau du point I impose :

— y — =N A
7I,cylindre/R =0= 7C’,cylindre/R + I? N ﬁcyIindre/R = b0 up + (_a u?") N uz

On obtient ainsi :

bo = —ap

© Le systtme est soumis a une force de frottement de glissement mais il n’y a pas de glissement, cette
force ne travaille donc pas. In fine, le systeme est soumis uniquement a des forces conservatives (poids
du cylindre) ou qui ne travaillent pas (réaction du support), I'énergie mécanique du systeme est donc
conservée d’apres le théoreme de |"énergie mécanique.

@ Uénergie cinétique du cylindre en rotation dans R est :

o 1 .2 ]. N2
E = 2J<p + 2m(b9)

On peut donc écrire, d’apres le théoreme de I’énergie mécanique :

d&m d /v o, 1 ., 1 )
soit (6 # 0) :
b2 . ..
ﬁJe—i—meH—l—mgb@ =0
2
d’ol (J = ™¢~)

2mb 0+ mgbd =0 = 0+3b9_0
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6(t) vérifie donc une équation différentielle de pendule linéarisée en oscillateur harmonique de pulsation

propre wy = é—g. La forme des solution est donc :

10(t) = 6o cos(wot) |

© Les énergies cinétique et potentielle ont pour expressions :
o & = 3mb20%wisin®(wot) = (&) = 2mb*wib} = Lmgbb?.

o &, = smgbb cos?(wot) = (£,) = Tmbgh}

On remarque que | (£,) = (&) | (résultat du théoréme du viriel).

@ Lapplication numérique conduit a :

E Volank d'inertie (xx)

@ La puissance fournie au systeme par le couple de frottement vaut :
Pp=Tjw = —aw?

Comme il sagit d'un couple de frottement, alors forcément Py < 0 donc a > 0.
© 'équation différentielle se déduit du théoréme du moment cinétique.

¢ Systeme : rotor, solide de moment d’inertie J par rapport a I’axe de rotation;
e Référentiel : lié au stator, donc probablement le référentiel terrestre, et en tous cas un référentiel galiléen;
e Bilan des actions mécaniques :

— Couple moteur T'y;
— Couple de frottement I'y = —aw.

D’apres le théoréme du moment cinétique,

ce qui se met sous forme canonique :

o + ! Lo avec J
L= =2
dt 7 J o

Le second membre de cette équation est constant, donc on peut chercher une solution particuliere constante
également,

Wf:T:OéFO

Physiquement, wy correspond a la vitesse de rotation une fois le régime permanent atteint. Ainsi,
t
w(t) =Ae = +wy

La constante A se trouve a partir de la condition initiale w(0) = 0, d’ou :

w(t) = wy (1 - 6_£>
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® Léquation différentielle étant linéaire, on peut a partir du théoréme de Fourier reconstruire la réponse
a n‘importe quelle forme de vibration comme une somme des réponses a des vibrations sinusoidales.
La vibration se traduit comme un second terme de forcage, mais comme le couple qu’elle exerce est
indépendant de «, elle ne modifie pas le régime transitoire, qui est toujours caractérisé par 7 = Z

2.
En prenant en compte le couple de vibration, I"équation différentielle s’écrit :

(j;;jLiw: F—;+}cos(9t) avec 7=
Le second membre, le forcage, se compose d’une partie constante et d’une partie harmonique. Comme
I"équation différentielle est linéaire, alors d’apres le principe de superposition la solution particuliere,
c’est-a-dire en régime permanent, est la somme des réponses a chaque terme du forgage.
Le cas du terme constant est immédiat. Une solution particuliere de I"équation différentielle ne prenant
que ce forgage constant,

dv 1 1

—+ —w=-w

dt 7 7!
est en effet directement wy,,., = wy.
Cherchons maintenant la réponse au forcage harmonique, solution particuliere de I’équation différentielle
ne prenant en compte que le forgcage harmonique,

dov 1 ¥ J

— + —w = —cos(§2) avec T=—

dt 7 J () @
La représentation complexe est la méthode naturelle pour trouver cette solution. Posons donc comme
suggéré par 'énoncé w = Ael?e¥. |’équation différentielle donne alors

YT

1 Yot gl .
J(1+ jQr7)

A .
JOw+ —w = —e soit jQAe!Y + —el¥ =~ dou Ael¥ =
T J T J

Remplacons 7 par Z et déterminons I'amplitude A a partir du module,

J
J |1+ jQZ Va2 + J2Q?

Rotakion d'un Pendute composé ()

@ Le moment d’inertie peut étre sommé s'il est exprimé au méme point. On peut donc établir :

L2 2
J211+J1:m'3+m<];+L2>

© Une liaison pivot est une liaison cinématique avec un degré de liberté de rotation.
© Le systtme {disque A + tige OP} est soumis :

— = =
e au poids de la tige P’ = m/7g s’exercant en C, de momenten O : .%o (P’) = —m'g%sin(9) ul.

(—)
* au poids du disque P = m’g s'exercant en A, de momenten O : .%o (ﬁ) = —mgLsin(0) u}.

* 3 une action mécanique de la liaison pivot sur la tige, de résultante R (s’exercant en O) et de moment
nul selon I'axe (Oz) puisque la liaison pivot est parfaite.

@ Le théoreme du moment cinétique appliqué au systéeme {tige OP + disque A} s’écrit :

JO = —% (m’ + 2m) sin(6)
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© Aux petits angles, on peut faire I’approximation sin(6) ~ 6. L'équation différentielle vérifiée par le pendule
est :

- ﬂ( "+ 2m)
g2 V- =
+ J

Il s’agit de I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique dont les solutions sont de la forme :

0=0

Lg (1

L (! + 2

6(t) = 6, cos Mt
J
La période des oscillations est donc :
2m 2J

T = — = 2 _—
T W T gL (m' + 2m)

@ Un couple est une action mécanique de résultante nulle mais de moment non nul (et indépendant du
point considéré : il s’agit d'un champ de moments homogeéne).

En rajoutant le couple de frottements a la liste des actions mécaniques, I'équation différentielle vérifiée
par le pendule devient (aux petits angles) :

o

. h. (! +2m)
g+ g4+ 2+ =7
LA 7

On peut vérifier cette équation par une approche énergétique :

=0

e L'énergie cinétique du pendule est & = 1.J,6% + 11,62,

e Lénergie potentielle du pendule est £, = —m’g% cos(9) — mgL cos(6) + cte.

e Les forces non conservatives (frottements fluides) exercent une puissance P = CO = —ho?.
e |l n’y a pas de forces intérieures au systeme qui travaillent.

Le théoreme de la puissance mécanique s’écrit ainsi :

dén
W = Pext, nc + Pint/ nc
soit :
d ]. '2 1 '2 / L '2
~(z 21,02 - ol _ - _
" <2J19 +3 10 mgs cos(f) — mgL cos(f) + cte ho

En dérivant I'expression contenue dans la dérivée, on obtient :
, L. . . -
J100 + 1,60 + m 959 sin(f) +mgL@sin(0) = —ho
En simplifiant par 6 (puisque 6 # 0) on obtient :
. . , L. . .
J10+ 16 +m 95 sin(@) + mgLsin(0) = —hé
soit, aux petits angles :
. . , L
(J1+1)0 + hé + mg§+mgL =0

ou encore, avec I1 + J; = J :
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. h. "L + mglL
9+i9+w

=0
J J

L'équation différentielle retrouvée est donc bien identique.
@ L'équation caractéristique est de la forme :

h m'gL + mgL
2 2
+—-r+ —=———=0
T J

Les racines sont :

h i 4m’g%%—mgL_h:
J J?

La solution 6(t) est donc :

1 m’g%+mgL h? _ny
0(t) = 6, cos 2\/4J_J2t e 27

© Le frottement fluide est responsable d’une atténuation du signal dans une enveloppe exponentielle.

oty

NN
VTS

Masse et poulie (x5

@ Uénergie cinétique &, du systeme {masse A+poulie+ressort} est une grandeur additive :
Ec(2 Z)—1M22+1J w2+1m22
c\<, ~ 9 2 Oy 2

L'énergie potentielle du systeme est identifiée a partir du travail :

e de la force de pesanteur sur A
e de la force de pesanteur sur la poulie
e de la force de rappel élastique du ressort sur la poulie.

On obtient :

1
Ep(2,Z) = Mgz +mgZ + §k(eéq + Z — 4p)?

[l est possible de relier les grandeurs cinématiques z et Z en supposant que la corde est toujours tendue
sur la poulie et frotte sans glisser :
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%
7I,poulie/fil =0= 7I,poune/n - 71511/72

avec :

7I,ﬁI/R =z 17; et 7I,poulie/R = 7O,poulie/R + 1‘5 N onulie/R =27 @ — RO lT; =|2=7Z+ R0

De la méme maniére, en appliquant la méme condition au point J :
_>
7J,pou|ie/ﬁl =0 = 7J,poulie/7z - 7J,ﬁ|/7z
avec :

%

7J7fil/72 =0 et 7J,poulie/R = 7O,poulie/R + ﬁ A onulie/R =7 17; — RO 172> =

On en déduit donc que ’ 5 =27 =2Rf ‘

L'énergie mécanique du systéme est donc :

. M m Jo .9 m 1 z 9
Em(z,2) = <2+ 8R2>Z + (M—i_E) QZ++§k(€éq+§—€0)
soit, avec Jo, = mQR2 :
M 3
Em(2,2) = < =+ 1’?) 24 (M+ ) s+ k:(Eeq 2t

© Le systtme étant conservatif en I'absence de forces de dissipations, I’énergie mécanique se conserve
d’apres le théoreme de |’énergie mécanique. On a donc :

dé,, M  3m)\ .. m
dt_o:»z( 5 +16> zz+(M+5)gz+ Skilleg+ 5 —to) =0
L'équation différentielle du mouvement est donc :

%—i—gm Z + k cte
2 716 )° =

soit :
z = Ccte

_i_i
Sy v

La pulsation propre des oscillations est donc wy = /ﬁ. La période des petites oscillations est ainsi :
2

AM + 33
7o 2T g MY
wo k

n Le Pev\dul,e pesant ()

@ Le barycentre étant situé au milieu de la tige homogeéne, on en déduit que :

L
oa =L w
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@ Pour équilibrer le pendule, il faut que :

mtO—G: +4m@ = ﬁ

Dans la direction u;, cela s’écrit :

myL my L
—— —4dmh=0=|h= —
6 24m
© Le moment d’inertie du pendule équilibré devient ainsi :
m L? o  mL?  mZL?
JO 9 + 4mh 9 + 242m

© Le moment d’inertie du pendule avec les deux masselottes devient :

J = Jo + 2me?

© Le pendule, constitué par la tige équilibrée et le deux masselottes en A, étudié dans le référentiel terrestre
R supposé galiléen, sont soumises :

* au poids ?0 = (m¢+4m) g du pendule équilibré, s’appliquant en O (si le pendule est équilibré), donc
n’exercant aucun moment en O (puisqu’il s’agit du point d’application) ni aucun travail (puisque O est
fixe dans R).

<

* au poids des masselottes en A : ?A = 2m?, exercant en O un moment .Zp (?A> = —2mlgsin(6) ur
et dérivant de I"énergie potentielle &, ., = 2mgl (1 — cos(9)).

e Aux frottements visqueux de I'air, ici négligés par défaut.

e Aux frottements secs dans la liaison pivot. Ici, on suppose par défaut la liaison comme étant parfaite,
exercant donc sur le systeme une action mécanique du type :

F, M,
{T (bati — pendule)} = ¢ F,, M,
Py O,R

a. Le théoreme du moment dynamique, appliqué au point O, au systeme { pendule équilibré + masse-
lottes}, étudié dans le référentiel terrestre R supposé galiléen, s'écrit, en projection sur I'axe u? :

d%¢

-2
dt?

= —2mlgsin(0)

L'équation différentielle vérifiée par le pendule est donc :

.. 2mb
b+ W}gsin(é):()

b. Le théoreme de I’énergie cinétique appliqué au systeme { pendule équilibré + masselottes}, étudié
dans le référentiel terrestre R supposé galiléen, s’écrit :

d&
ditk = 7)ext + Pint

avec :
e , .
e & I'énergie cinétique de I’ensemble du pendule en mouvement, soit :
1 . 1

1. . 1 .
& = gko + 876,4 = §J092 + §<2m) (69)2 = §(J0 + 2m£2)92 N 72

Ta/m
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e La puissance des actions mécaniques intérieures Piy, nulle puisque qu’il s’agit de plusieurs solides
solidement encastrées pouvant étre considérés comme un unique solide indéformable.

NB : Que la liaison pivot soit ou non ajoutée au systeme, elle ne dissipe aucune puissance méca-
nique, étant parfaite.

e La puissance des actions mécaniques extérieures au systeme Pey;

Pext = ﬁA : 7,4/73 = —2mgsin(h) x (0
Le théoréme de la puissance cinétique s’écrit donc :
J0 = —2mgsin(0) x (6

soit pour 6 # 0 :

. 2mgl
0+%sin(6):0

On retrouve, bien entendu, la méme équation différentielle.
@ Pour les petits angles, sin(0) ~ 6, soit :

-« 2mgl
0+ TG ~ 0

La solution de cette équation différentielle d’oscillateur harmonique est donc de la forme :

6(t) = 6y cos (\/ Wt)
J
2mgl

avec wy = 2= la pulsation propre du pendule.

Satellite tournant (xxx)

@ En I'absence d’actions mécaniques extérieures s’exercant sur le systtme, on peut écrire le théoreme du
moment dynamique dans un référentiel R considéré comme galiléen :

(.
7 dLg/r(S) <
Som(S) = | =0

D’apres la formule de Bour, on peut donc écrire :

T S
dLa/r(S) = dLgr(S)
TGRS g = ZEG/RET
dt dt
R Ry

— —
+ Qs/r A La/r(S)

— —
Or, Lar(S) = [16(S)] Qs/r = JoQulta, + JyQyuty, + L0
On obtient donc :

0) =2 |4 |+ (2| A |70
O Jz Qz QZ JZQZ

soit :
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0 = L+ 0.0, — J,Q,9.
0 = JySy+ LQQ — J.Q.Q
0 = JO.+ 7,0, — 0.0,

On retrouve ainsi les équations d’Euler du mouvement.
©® Dans la base principale d’inertie du solide, on peut écrire :

2mp® 0 0
Ie@S)=| 0 M§ 0
0 0 MY +2mp’

Le cas A correspond donc a p < p. = €1/ 2L etle cas Ba p > p. = {4/ 2L.

On peut donc écrire ME = 9mp2, soit J, = 2mp?, J, = 2mp2 et J, = J, + J, = 2m(p?® + p2).

© Ce cadre d’étude correspond a I"approximation gyroscopique. On pourra donc écrire ;. =~ Qq, Q, = wy,
1, = w, avec Q, < (g et (1, < Q.

a. Les équations d’Euler sont ainsi approximées (on se souviendra, de plus, que J, = J, + J,) :

0 = wptwwy
0 ~ (,Jy — Qow,
0 ~ J.,+ (Jy — Jzp)Qowy
Au premier ordre, on a donc :
Wy = —WyWy
0 ~ J.iy — Qoo
0 ~ Juw,+ (Jy — Jx)ngy
soit :
Wy = —WyWy
0 ~ y+(1— % Q%wy

0 ~ &+ (1-3%2) Q.

_ 2J:\ )2 — Pe—P> ()2 .
On peut donc poser K = ( — Tz) 0% = 5525% de sorte que :

15

Le théoreme de I"énergie cinétique nous renseigne, de plus, que :

Wy + Kwy
Wy + Kw,

1R

<2Jx(QO+wx) +§Jywy+§szz =0

dt
soit :
Jr Wy (o + wy) + JyQowyw; + (J2 — 2J5)Qowzwy =~ 0
~—~
—WWy
d’ou
J,Q0 + (J. — 2J,)Q 2
I p
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b. e Situation A:p < p.soit K >0:
On reconnait un systeme d’équation de deux équations différentielles d’oscillateur harmonique de

A - _ _ pi=p®
méme pulsation €, = VK = Qo /55775,

soit :

{wy = aycos(VKL+ )
w, = a,cos(VKt+p,)

(—)
Autrement dit, le vecteur rotation instantané du satellite Q s, (ou son axe de rotation, ca revient

A : . e N . 202 .
au méme) oscille elliptiquement dans le plan (y, z) a la pulsation Q, = VK = Qg,/1 — prFpg sl
s’agit d'un mouvement de précession de I’axe de rotation autour de 'axe (G, u_x;).

e Situation B : p > p., soit K <0:
Les solutions sont alors de la forme :

wy = aue VK4 g evoKl
w, = e VEtL g vk

Comme w, et w, ne peuvent croitre éternellement, on en déduit que 5, = 0 et 5, = 0, soit :

Wy = aye_V_Kt
W, = aze_V_Kt

L'axe de rotation se stabilise donc dans la direction 7% sans avoir de mouvement de précession
autour de l'axe (O, 7%).

c. Sil'objet présentait 4 masselottes et non 2, alors J, = J.. De fait, Q,=0=Q, = Q +w, = cte. De

>
plus, I'ellipse décrite par le vecteur Q5 sera un cercle (puisque J, = J,).

E Billes de k\éodjme (exn)

@ Les longueurs sur lesquelles les deux sphéres ont roulé est Rf pour la bille fixe et R(6; — 6) pour la bille
mobile. En I"absence de glissement, ces deux longueurs sont égales donc :

©® Lebilan des forces est le suivant :

* Pour la bille fixe :
— Force de pesanteur : dérive d’une énergie potentielle du type mgz + cte
— La réaction du support (globalement orientée vers le haut, sans plus de précision)
— La force de la bille mobile, de droite support O;0.
— Interaction magnétique liée a la bille mobile (dérivant de I’énergie potentielle £p)

e Pour la bille mobile :
— Force de pesanteur : dérivant du potentiel mgD(cos(6) — 1)
— Force de la bille fixe, de droite support O;0.
— Interaction magnétique liée a la bille fixe.

D’apres le théoreme de I'énergie cinétique appliqué au systeme {bille mobile + fixe}, on a :

d

a (Eex+Eo+Epa1+EB)= Pext(?NC) + Pint(?NC)

Comme I’ensemble des deux billes n’est soumis qu’a des forces conservatives ou qui ne travaillent pas,
I"énergié mécanique &, = E.1 + &0 + Ep1 + Ep de I'ensemble ne varie pas.
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® On peut écrire :

Mow = M(cos(6r — 8) @, +sin(61 — 0) @) = M(cos(8) @, + sin(6) @)

@ Le champ magnétique créé par la bille fixe au niveau du point Oy s’écrit :

%
B(0y) = Zjﬁ (2.cos(8) ;. + sin() uj)

L'énergie magnétique d’interaction entre la bille mobile et le champ magnétique de la bille fixe est ainsi :

— = ,LLOM2 2 . 2
€p=—M- B +cte = —" 5 (2c05(0) +sin(0)°) + cte
soit :
M2 pgM?
6= 5rps T gpps SN 0) A€

. L . 2
Pour obtenir la forme demandée, il faut choisir la constante de telle sorte que cte = ’;‘jfgg , soit :

Ep = %K sin?(6)

_ poM?
- 2rD3 |

© Lénergie cinétique de la bille mobile est :

avec

1 . 1mD?%*,
Een = §mvol/R —1—5 10 01

avec vo, ;g2 = D?*¢?, soit :

gc,l =

AmD?\ . 1.
D2 2 _ ~ 192
(m + 10 )9 2J9

N | —

Dt 7, el

J/: D2
avec m + 10 5

On remarque qu’il sagit en fait du théoréeme de Konig :

. 1 mD?
Eeq = SMU0, /R 2710

9'2
2 1

Energie du barycentre du solide  Energie cinétique propre

@ Lénergie potentielle gravitationnelle de la bille mobile est :

Ep1 = mygD(cos(h) — 1)

@ Lallure des deux courbes est représentée ci-dessous :
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Ep1 Ep

I K
2

+ —2mgD

@ En utilisant I'expression du théoréme de I’énergie mécanique, établie précédemment, on obtient :

d (1,9 Lo .9 _
@ <2J 0 + mgD(cos() — 1) + QK sin (0)) =0

soit :
J'06 — mgDOsin(0) + K6 cos() sin() = 0

en remarquant que  # 0, on a :

J'0 —mgD sin(0) + %sin(%) =0

©@ ¢énergie potentielle totale du systtme est £, = mgD(cos(d) — 1) + 1K sin?(6). La stabilité de la position

2
d’équilibre § = 0 se trouve avec le signe de %, soit :

&2,

e - —mgD cos(0) + K cos(26)

2
Pour9:0,dd%>0<:>K2ng,soit:

551) o [521]

stable instable
1 in2 1 2 2
. . 2y . . . 5K sin“(0) 5 K0°+0(6°)
4 — 2 ~ _2 —
Cerapport est le rapport des énergies magnétique sur |I’énergie potentielle S = DO T) = TongDOPo(d) =
_K
mgD
@ En linéarisant I’équation, on obtient :
i+ 025 -9 =0
On obtient des oscillations que si S > 1, de pulsation propre :
mgD 5¢
w) = S—1)= \/ S—1
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