
Mécanique
(Mécanique des solides indéformables)

Pour réviser le cours

EXERCICE 1 Le pendule lesté (⋆)

On considère un pendule formé
d’une tige rigide de longueur
ℓ sur laquelle sont fixées deux
masses m identiques à distance
ℓ/2 et ℓ du centre. On néglige le
moment d’inertie de la tige.

1 Montrer que l’équation du
mouvement s’écrit :

θ̈ +
6g

5ℓ
sin(θ) = 0

θ

O y

−→uy

x

−→ux
ℓ

M

−→ur

−→uθ

2 Montrer que le centre de masse G du système se
trouve à distance 3`

4 de l’axe.

3 Est-il équivalent d’appliquer le théorème du mo-
ment cinétique (ou la loi de la quantité de mou-
vement) à un point matériel de masse 2m situé au
centre de masse G ?

EXERCICE 2 Cylindre dans une goutière (⋆⋆)

Un disque D de masse m, de rayon a et de centre C,
peut rouler, dans un plan vertical Oxy, à l’intérieur
d’une gouttière de centre O et fixe dans le référentiel
terrestre R.

D est homogène de moment d’inertie J = ma2

2 par
rapport à son axe Cz.

Le cœfficient de frottement de glissement entre la
gouttière et le disque est f . Ox est l’axe vertical, le
champ de pesanteur −→g est uniforme.

On appelle θ, l’angle entre−→ux etOc, et φ celui entre−→ux
et la direction CA où A est un point périphérique de
D.

On suppose que D peut rouler dans glisser dans la
gouttière. En outre, l’angle θ reste faible.

•O
y

x

•
C

b

•
I

•A

x

φ

θ

1 Déterminer l’énergie potentielle Ep(θ) de D en
imposant Ep(0) = 0. En donner une expression
approchée au deuxième ordre en θ.

2 Établir la relation liant θ̇ et φ̇.
3 L’énergie mécanique du disque est-elle conser-

vée ? Pourquoi ?
4 Déterminer l’équation dumouvement vérifiée par

θ(t). La résoudre avec les conditions initiales
θ(0) = θ0 > 0 et θ̇(0) = 0.

5 Pour la solution précédente calculer les valeurs
moyennes de l’énergie potentielle et de l’énergie
cinétique. Que constate-t-on ?

6 Application numérique : θ0 ≃ 0, 1 rad ; m ≃
160 g ; g ≃ 10 m · s−2, b ≃ 20, 0 cm. Calculer
l’énergie cinétique moyenne de D.

L'essentiel
EXERCICE 3 Volant d'inertie (⋆⋆)

On s’intéresse dans cet exer-
cice à la régulation de la vi-
tesse de rotation d’une ma-
chine tournante par un volant
d’inertie, qui est un anneau lié
au rotor de masse élevée et
d’assez grand rayon. La ma-
chine tournante en question
peut aussi bien être unmoulin à
blé qu’un broyeur de cailloux,
mais les volants d’inertie sont
également utilisés en Formule 1
dans le KERS « Kinetic Energy
Recovering System ».

−→z

ω(t)

On modélise ici la machine tournante par un rotor de
moment d’inertie J , soumis à un couple moteur Γ0

constant et à un couple de frottement de type fluide
Γf = −αω. où α est une constante et ω la vitesse an-
gulaire du rotor.

1 Justifier par un argument énergétique que α > 0.
2 Le rotor est initialement immobile. Donner l’évo-

lution de sa vitesse angulaire ω(t), en introduisant
la vitesse finale ωf et un temps caractéristique τ .
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3 Des vibrations du dispositif se traduisent par un
nouveau couple exercé sur le rotor, que l’on pren-
dra harmonique Γvib(t) = γ cos(Ωt). Pourquoi
ne perd-on pas en généralité en considérant ce
couple harmonique ? Après un régime transitoire,
la vitesse angulaire du rotor est elle aussi harmo-
nique de pulsation Ω. Donner le temps caracté-
ristique de la durée du transitoire.

4 Après la fin du transitoire, on cherche la vitesse
angulaire de rotation ω(t) sous la forme

ω(t) = ωf +A cos(ωt+ φ)

Déterminer l’amplitude A. L’équation différen-
tielle étant linéaire, on pourra utiliser le théorème
de superposition et traiter la partie harmonique
avec la notation complexe.

5 En déduire l’intérêt et l’inconvénient d’un volant
d’inertie.

EXERCICE 4 Rotation d'un pendule composé (⋆⋆)

On considère un pendule composé constitué de :

• un disque homogène A, de masse m, de rayon R,
de centre P ,

• une tige OP homogène de masse m′, de longueur
L, de milieu C.

y

x

•C

•P

θ −→g

−→ux

−→uy

Le disque et la tige sont rigidement liés l’un à l’autre
et contenus dans le plan (Oxy). L’ensemble consti-
tué par le disque A et la tige OP peut effectuer des
mouvements de rotation dans le plan vertical (Oxy),
autour de l’axe horizontal (Oz). La position du pen-
dule précédent est repérée par l’angle θ que fait la tige
avec la verticale.
L’étude sera menée dans le référentiel terrestre consi-
déré comme galiléen.

Le moment d’inertie I1 de la tige par rapport à l’axe

horizontal (Oz) est égal à I1 =
m′L2

3
.

Le moment d’inertie du disque par rapport à l’axe

horizontal (Oz) est égal à J1 =
mR2

2
+mL2.

1 Déterminer l’expression du moment d’inertie J
du système {disque A + tige OP} par rapport à
l’axe horizontal (Oz). On exprimera J en fonc-
tion de m, m′, R et L.

Dans toute la suite, on pourra garder J dans les
formules littérales sans le remplacer par l’expres-
sion trouvée dans cette question.

PARTIE A : Mouvement sans frottement :
Dans un premier temps, la liaison pivot est supposée
idéale.

2 Rappeler ce qu’est une liaison pivot.
3 Faire le bilan des actions appliquées au système

{disque A + tige OP}. On précisera les points
d’application des différentes forces (astuce : dé-
composer le poids du pendule composé en deux,
à savoir le poids du disque et le poids de la tige).

4 En appliquant le théorème du moment cinétique
au système {disque A + tige OP}, déterminer
l’équation différentielle vérifiée par l’angle θ au
cours du temps.

5 À l’instant t = 0, le système {disque A+tige OP}
est abandonné sans vitesse initiale d’une position
repérée par l’angle θ1. On se place dans le cas
où l’angle θ1 est petit. Montrer que le système
constitue alors un oscillateur harmonique. En dé-
duire la période T1 des petites oscillations du sys-
tème {disque A+ tige OP} autour de sa position
d’équilibre stable (θ = 0).

PARTIE B : Amortissement fluide :
Nous nous plaçons dans le cas où l’action de l’axe sur
la tige due aux frottements peut être modélisée par un
couple C = −hθ̇.

6 Rappeler la définition d’un couple.
7 Par une approche énergétique, établir l’équation

différentielle du second ordre vérifiée par l’angle
θ.

8 Les frottements sont supposés suffisamment
faibles pour que le régime d’oscillations de l’ob-
jet A soit pseudo-périodique. Déterminer alors,
dans le cas des petites oscillations, la solution θ(t)
de l’équation différentielle avec les mêmes condi-
tions initiales que précédemment.

9 Donner, dans ce cas, l’allure de la représentation
graphique de θ(t) en fonction du temps.

EXERCICE 5 Masse et poulie (⋆⋆)

Une masse M (assimilable à un point matériel A) est
suspendue à un fil passant par une poulie de masse
m, de rayon R.

On note JOy = mR2

2 , le moment d’inertie de la poulie
par rapport à l’axe Oy passant par O et perpendicu-
laire au plan de la poulie.

On admettra que le fil ne glisse pas sur la poulie. La
poulie est suspendue par son centre à un ressort de

o
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constante de raideur k, et de longueur à vide ℓ0.

On néglige les frottements. On appelle z et Z, respec-
tivement, les écarts de la masse M et de la poulie par
rapport à leur position d’équilibre.

ω

x

z

−→g

•
O

•I

•
A

•J

1 Donner l’énergie mécanique du système en fonc-
tion de z et de ż (on n’explicitera pas ℓéq, longueur
à l’équilibre du ressort).

2 Donner la période des petites oscillations de la
masse autour de sa position d’équilibre.

Pour aller plus loin

EXERCICE 6 Le pendule pesant (⋆⋆)

On considère le pendule pesant représenté en Figure
1. Une tige métallique homogène, de masse mt est
liée au bâti aux deux tiers de la longueur. Son mo-
ment d’inertie en O est Jt = mtL2

9 .

Quatre masselottes, chacune de masse m, peuvent
être disposées en contrepoids, au niveau du point B,
pour équilibrer le pendule. Les deux masselotes res-
tantes, peuvent être installées au niveau du point A à
une distance ℓ de l’axe de rotation du pendule.

2
3L

1
3L

ℓ

h

O

A

B

−→ur

−→uθ

θ

y

x

Figure 1 – Pendule pesant

PARTIE A : Équilibrage du pendule :

1 Préciser où se situe le barycentre
−−→
OGt de la tige

seule.

L’opération d’équilibrage consiste à visser les quatre
masselottes (chacune de masse m) au niveau du point
B demanière à ramener le barycentre du système {tige
+ quatre masselottes} au niveau du point O. On assi-
mile ainsi les quatres masselottes à une masse ponc-
tuelle en B.

2 Préciser la condition sur h nécessaire à l’équili-
brage du pendule.

3 Préciser l’expression du moment d’inertie J0 du
pendule équilibré en fonction de m, mt et L.

PARTIE B : Étude des oscillations :
Les deuxmasselottes restantes sont placées sur un che-
valet et fixées à la tige du pendule au niveau du point
A.

4 Préciser l’expression du moment d’inertie J du
pendule ainsi formé en fonction de J0, m et ℓ.

5 Préciser l’équation différentielle sur θ vérifiée par
le pendule.

a. À partir du théorème du moment dynamique.
b. À partir du théorème de la puissance ciné-

tique.

6 Résoudre cette équation aux « petits angles » pour
un lâché, sans vitesse initiale, depuis un angle θ0.

EXERCICE 7 Satellite tournant (⋆ ⋆ ⋆)

On s’intéresse à la mise en rotation rapide d’un sa-
tellite dans l’espace. Cet objet volant est constitué de
deux parties : un corps central entouré de deux masse-
lottes, le tout représenté en Figure 2. Le corps central
est assimilable à une tige de longueur ℓ, de masseM et
d’épaisseur négligeable. Les deux masselottes (consi-
dérées comme ponctuelles) sont chacune de massem,
et sont maintenues à une distance ρ par deux supports
de masse négligeable, fixés rigidement à mi-hauteur
du corps central.

ℓ

ρ

−→uxp

−→uyp

−→uzp
m

m
G

O

−→ux

−→uy

−→uz

Figure 2 – Satellite
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On note G le centre de masse de ce système, et
(xp, yp, zp) le repère lié au solide. xp est l’axe de sy-
métrie du corps central, yp l’axe des masselottes et zp
l’axe orthogonal au plan (xp, yp). On note :

[IG(S)] =

Jx 0 0
0 Jy 0
0 0 Jz


la matrice d’inertie du satellite dans sa base principale
d’inertie (−→uxp ,

−→uyp ,−→uzp).

1 Établir les équations d’Euler du mouvement
en l’absence d’actions mécaniques extérieures
d’exerçant sur le système : JxΩ̇x − (Jy − Jz)ΩyΩz = 0

JyΩ̇y − (Jz − Jx)ΩxΩz = 0

JzΩ̇z − (Jx − Jy)ΩxΩy = 0

où le vecteur instantané de rotation
↪→
Ω = Ωx

−→uxp +
Ωy

−→uyp + Ωz
−→uzp est exprimé dans la base propre

d’inertie liée au satellite S.
2 Exprimer Jx, Jy et Jz de la matrice d’inertie

[IG(S)] du satellite par rapport à G dans le repère
(xp, yp, zp) en fonction de m, M , ℓ et ρ. Montrer
que l’écartement ρ des masselottes permet de dis-
tinguer deux configurations selon l’ordre des mo-
ments d’inertie principaux :

A : Jx < Jy < Jz pour ρ < ρc
B : Jy < Jx < Jz pour ρ > ρc

où ρc est un écartement seuil que l’on détermi-
nera en fonction de ℓ, m et M . Dans la suite, on
exprimera les moments d’inertie en fonction de
m, ρ et ρc.

3 On s’intéresse à la stabilité de la rotation autour
de l’axe (G, xp), dans chacune des configurations
A et B. Pour cela on considère le vecteur instan-
tané de rotation sous la forme :

↪→
Ω = Ω0

−→uxp +
↪→
ω (t)

telle que la perturbation
↪→
ω (t) = ωx(t)

−→uxp +
ωy(t)

−→uyp+ωz(t)
−→uzp soit d’amplitude très petite de-

vant la constante Ω0.

a. Montrer que, au premier ordre en ω, les équa-
tions d’Euler conduisent à ωx = cte, et que les
composantes selon y et z de la perturbation
satisfont les équations différentielles :{

ω̈y +Kωy = 0
ω̈z +Kωz = 0

oùK est une constante que l’on exprimera en
fonction de Ω0, ρ et ρc.

b. Intégrer ces équations différentielles en distin-
guant les configurations A et B, et décrire la
trajectoire du vecteur instantané de rotation
dans le repère du solide. Préciser la vitesse
angulaire de précession Ωp dans le cas de la
trajectoire stable.

c. Que pensez-vous de la stabilité de la rotation
si l’objet présentait 4masselottes plutôt que 2,
disposées symétriquement selon y et z ?

EXERCICE 8 Billes de néodyme (⋆ ⋆ ⋆)

On considère deux billes de néodyme formant des ai-
mants permanents de moment magnétique

−−→
M0 et

−−→
M1.

Leur interaction magnétique tend à les aligner par un
roulement sans glissement sur leur surface de contact.
L’angle θ suffit alors à caractériser la situation de la
bille.

−−→
M0

−−→
M1

−→ur

•
O

z

•
O1

θ

θ1 −→g

y

1 Relier θ1 et θ.
2 Justifier que l’énergie mécanique des deux billes,

en interaction gravitationnelle avec la Terre, se
conserve.

Le champ magnétique
↪→
B(M) créé localement en un

point M autour d’un moment magnétique M situé en
O est :

↪→
B(M) =

µ0

4π

(
3(
−→
M ·

−−→
OM)

−−→
OM

OM5
−

−→
M

OM3

)

3 Exprimer, en fonction de M =
∣∣∣∣∣∣−−→M1

∣∣∣∣∣∣ et de

l’angle θ, le moment magnétique
−−→
M1, dans la

base polaire (−→ur, −→uθ, −→ux).
4 Exprimer l’énergie potentielle magnétique EB de

couplage entre les dipôles
−−→
M0 et

−−→
M1. Nous

l’écrirons sous la forme suivante :

EB =
1

2
K(sin θ)2

avecK ≥ 0 une constante à exprimer en fonction
de µ0, D et de M.
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Lors du roulement de la bille mobile sur la bille fixe,
le centre de masse O1 de la bille (1) décrit un arc de
cercle de rayon D et d’angle au centre égal à θ. Ce
mouvement s’accompagne, parallèlement, de la rota-
tion de l’angle θ1 de la bille (1), déterminé en réponse
à la question 1 .

5 Exprimer l’énergie cinétique Ec1 de la bille (1)
sous la forme :

Ec1 =
1

2
J ′θ̇2

En détaillant l’expression J ′ en fonction de la
masse m et du diamètre D. Le moment d’inertie
au centre d’une sphère homogène de masse m et
de diamètre D est J = mD2

10 .
6 Exprimer l’énergie potentielle gravitationnelle Eg1

(nulle en position verticale) de la bille (1) en fonc-
tion de m, g, D et θ.

7 Représenter l’allure de EB(θ) et Eg1(θ) pour θ ∈
[−π,+π]. Analyser ces résultats.

8 Établir l’équation différentielle vérifiée par l’angle
θ. On conservera les paramètresK,m, g,D et J ′.

9 Déterminer à quelle condition la configuration
correspondant à θ = 0 est stable (ou métastable,
c’est-à-dire sur un certain intervalle autour de
θ = 0). On fera porter cette condition sur le para-
mètre S défini par le rapport suivant :

S =
K

mgD

On proposera une interprétation physique de ce
rapport.

10 Exprimer la pulsation ω1 des oscillations de la
bille (1) autour de la configuration verticale en
fonction de S, g et D, dans l’approximation li-
néaire.
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EXERCICE 1 Le pendule lesté (⋆)

1 La tige a un mouvement de rotation autour de l’axe z. Comme il s’agit d’un solide, l’équation du mouve-
ment s’obtient par le théorème du moment cinétique scalaire autour de l’axe Oz.

• Système : tige, modélisée par un solide formé de deux points matériels de masse m liés rigidement.
• Référentiel R : terrestre, qui est galiléen en bonne approximation pour un tel mouvement.

Bilan des actions mécaniques :

• Le contact entre la tige et le bâti est modélisé par une liaison pivot, qu’on suppose implicitement parfaite
donc de moment :

Mz (liaison) = 0

• Le poids
−→
P 1 du point matériel M1, située à distance `

2 de l’axe, a pour moment par rapport à l’axe (on
utilise le repère polaire habituel) :

Mz

(−→
P 1

)
=
(−−→
OM1 ∧ (m−→g )

)
· −→uz = −1

2
mgℓ sin(θ)

• Le poids
−→
P 2 de la deuxième masse a pour les mêmes raisons un moment

Mz

(−→
P 2

)
=
(−−→
OM2 ∧ (m−→g )

)
· −→uz = −mgℓ sin(θ)

Comme le moment cinétique est additif, le moment cinétique du système est la somme des moments
cinétiques de chacune des deux masses (le moment cinétique de la tige est nul car son moment d’inertie
est négligeable). Le moment cinétique du point matériel M1 vaut L(z)(M1) = m `2

4 θ̇.
Z Ce résultat se retrouve directement à partir du moment d’inertie d’un point matériel situé à distance R
de l’axe de rotation z, Jz = mR2 ... mais aucune expression de moment d’inertie n’est a priori à connaître.

De même, on trouve pour M2 : L(z)(M2) = mℓ2θ̇. On a donc au total L(z)() =
5
4mℓ2θ̇.

Finalement, d’après la loi du moment cinétique (on note S = {M1 +M2}),

dL(z)(S)

dt
= Mz

(−→
P1

)
+ Mz

(−→
P2

)
⇒ 5

4
mℓ2θ̈ = −3

2
mgℓ sin(θ)

D’où :

θ̈ +
6g

5ℓ
sin(θ) = 0

2 Par application de la définition,

2m
−−→
OG = m

−−−→
OM1 +m

−−−→
OM2 ⇒

−−→
OG =

3ℓ

4
−→ur

3 Appliquons le théorème du moment cinétique à ce nouveau système, un point matériel G de masse 2m

situé à distance 3`
4 de l’axe. La seule action mécanique qu’il subit est son poids, de moment

Mz

(−→
P
)
= −2m× g × 3ℓ

4
sin(θ)

et son moment cinétique par rapport à l’axe z vaut

L(z)(G) = 2m× 2ℓ2

16
θ̇

D’après le théorème du moment cinétique,

o
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9mℓ2

8
θ̈ = −3mgℓ

2
sin(θ) ⇒ θ̈ +

4g

3ℓ
sin(θ) = 0

On n’aboutit pas à la même équation du mouvement, ce qui signifie que les deux systèmes ne sont pas
équivalents.
Z La conclusion à retenir que la dynamique d’un solide en rotation n’est pas donnée par celle d’un
matériel situé en son centre d’inertie, ce qui est une différence importante avec un solide translation, pour
lequel on aurait obtenu la même équation avec les deux modèles.

EXERCICE 2 Cylindre dans une goutière (⋆⋆)

1 Le système est le cylindre soumis à son poids (force conservative) et à la réaction du support (ne travaillant
pas en l’absence de glissement).

Le travail du poids est
−→
P = mg −→ux · (bdθ −→uθ) = −mgb sin(θ) = −dEp. On peut donc écrire :

Ep(θ) = −mgb cos(θ) + cte avec Ep(0) = −mgb+ cte = 0 ⇒ cte = mgb

On obtient :

Ep(θ) = mgb (1− cos(θ)) =
1

2
mgbθ2 + ◦(θ2)

2 La condition de roulement sans glissement au niveau du point I impose :

−→v I,cylindre/R =
−→
0 = −→v C,cylindre/R +

−→
IC ∧

−→
Ω cylindre/R = bθ̇ −→uθ + (−a −→ur) ∧ φ̇ −→uz

On obtient ainsi :

bθ̇ = −aφ̇

3 Le système est soumis à une force de frottement de glissement mais il n’y a pas de glissement, cette
force ne travaille donc pas. In fine, le système est soumis uniquement à des forces conservatives (poids
du cylindre) ou qui ne travaillent pas (réaction du support), l’énergie mécanique du système est donc
conservée d’après le théorème de l’énergie mécanique.

4 L’énergie cinétique du cylindre en rotation dans R est :

Ec =
1

2
Jφ̇2 +

1

2
m(bθ̇)2

On peut donc écrire, d’après le théorème de l’énergie mécanique :

dEm
dt

= 0 ⇒ d
dt

(
b2

2a2
Jθ̇2 +

1

2
m(bθ̇)2 +

1

2
mgbθ2

)
= 0

soit (θ̇ ̸= 0) :

b2

a2
Jθ̈ +mb2θ̈ +mgbθ = 0

d’où (J = ma2

2 ) :

3

2
mb2θ̈ +mgbθ = 0 ⇒ θ̈ +

2g

3b
θ = 0

θ(t) vérifie donc une équation différentielle de pendule linéarisée en oscillateur harmonique de pulsation

propre ω0 =
√

2g
3b . La forme des solution est donc :

θ(t) = θ0 cos(ω0t)
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5 Les énergies cinétique et potentielle ont pour expressions :

• Ec = 3
4mb2θ20ω

2
0 sin

2(ω0t) ⇒ ⟨Ec⟩ = 3
8mb2ω2

0θ
2
0 = 1

4mgbθ20.

• Ep = 1
2mgbθ20 cos

2(ω0t) ⇒ ⟨Ep⟩ = 1
4mbgθ20

On remarque que ⟨Ep⟩ = ⟨Ec⟩ (résultat du théorème du viriel).

6 L’application numérique conduit à :

⟨Ec⟩ = 0, 8 mJ
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