Loancement de fusée (x)

Les lanceurs (ou fusées) sont tirés dans I'espace de-
puis des bases situées a des latitudes X variées : Cap
Canaveral aux Etats-Unis (A ~ 28,5°), Pletsek en Rus-
sie (Ao ~ 63°), Baikonour dans le Kazakhstan (A3 ~
46, 3°), Tanegashimaau au Japon (A4 ~ 30, 5°) et Kou-
rou en Guyane Frangaise (A5 ~ 5,2°).

20
(4R

@ la fusée étant fixée au sol (rayon de la Terre :
Rt ~ 6400 km), calculer la norme v de sa vitesse,
par rapport au référentiel géocentrique Ry =
Tzoyozo due a la rotation uniforme de la Terre,

.
de vecteur rotation Q = wr € g_n et de vitesse
angulaire wr =~ 7,29 x 1075 rad - s~" autour de
son axe sud-nord. Commenter.

FJ Palet en rotation ()

Un palet P de masse m glisse sans frottement sur un
plateau horizontal (Ozy) percé d’un trou a I'origine O.
Sa position est repérée par les coordonnées polaires
et 6, d’axe (Oz). U'expérimentateur lance le palet, a la
distance ro du point O, avec une vitesse initiale ortho-
radiale ¥ = 1)0790 (on prendra 6(t = 0) = 6y = 0°),
et tire sur le fil de fagon a rapprocher régulierement le
palet du point O : r(t) = 19 — Vt. On admet que la
force exercée par le fil (qui reste toujours tendu) sur P

est? =—F u.

@ Montrer que la vitesse angulaire du palet s'écrit

w=0= % En déduire I"évolution de la

force F qu’il faut exercer pour réaliser cet objec-
tif. Commenter.

©® Calculer directement le travail de traction fourni
par cet opérateur s'il fait passer la distance du mo-
bile a I'axe de la valeur r a la valeur 7.

E Particule dans un cdne (xx)

Un point matériel M de
masse m glisse sans frotte-
ment dans un cone d’axe
(Oz) vertical et de demi-
angle au sommet valant a. A ¢
Iinstant initial, il est lancé a H
I"altitude zy avec une vitesse
horizontale o4 = v .

PR

On observe alors I"évolution
suivante, représentée pour
une vue oblique et pour une
vue de dessus de I"évolution
du point M.

S

Figure 1 — Vue oblique

Figure 2 — Vue de dessus

@ Pourquoi le point M contourne-t-il I'axe (O2) en
tournant toujours dans le méme sens, et sans ja-
mais tomber au fond du cone?

© En exprimant deux constantes du mouvement,
justifier I’évolution du point entre deux altitudes
extrémes.

© La trajectoire pourrait-elle étre circulaire?

Approche d'un astéroide (x)

Le référentiel géocentrique Ro = Oxoyozo est supposé
galiléen, et on néglige les effets gravitationnels du So-
leil. Un astéroide de masse m et de taille négligeable
par rapport a la masse My de la Terre est repéré en My,
a une distance tres grande de la Terre ol on supposera
que son influence gravitationnelle est négligeable. On
mesure son vecteur-vitesse v = vy U 4, porté par la
droite (Mpxo) telle que la distance du centre de la Terre
a (Moxo) est b (b est le « parametre d'impact »).

@ Montrerque &, (M) et fo/Ro (M) se conservent.
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Exprimer les deux constantes du mouvement en
fonction des données initiales.

© Cxprimer I'énergie potentielle effective Epef(r) €n
fonction de m, Mr, et Lo.

6 Déterminer la distance minimale 7, a laquelle
I’astéroide passe par rapport au centre de la Terre
et donner la condition de non collision. On utili-
sera trés utilement le potentiel effectif.

Bille sur cuvette parabolique ()

Une petite bille de masse m peut rouler sur une surface
S fixe par rapport au référentiel terrestre (R) considéré
comme galiléen.

Cette surface est un paraboloide de révolution, d’axe
vertical ascendant (Oz), et décrit par |'équation
r2 —az =0 (a > 0) en coordonnées cylindriques.

On modélise la bille par un point matériel M se dé-

plagant sans frottements sur la surface : la réaction

exercée par S sur M est alors contenue dans le plan

méridien (OH M).

@ Moment cinétique

a. Exprimer dans la base cylindrique la vitesse

de M par rapport au référentiel (R) et en dé-
duire le moment cinétique de M en O, noté

o
Lo(M).
b. En appliquant le théoréme du moment ciné-

N
tique, montrer que la composante de L (M)
selon @) se conserve au cours du temps. On
notera L cette constante : exprimer L en fonc-
tion de m, r et 6.

© CEnergie

a. Exprimer |'énergie cinétique £ (M) du point
M dans le référentiel (R) en fonction de L.

b. Justifier I'existence d’une énergie potentielle
E,(M) et I'exprimer en fonction de r unique-
ment. On prendra £,(0) = 0.

c.  Que peut-on dire de I'énergie mécanique du
point M ? Montrer qu’on peut I'écrire sous la
forme :

1
Em(r7) = 52 + 22) + E,(r)

avec &, ,(r) a exprimer en fonction de L, m,
aetr.

© Trajectoire : on suppose qu’on lance initialement
la bille horizontalement a la vitesse vy7/% (0) =

(2] 175

a.  Montrer, a I'aide du moment cinétique, que
la bille ne peut pas passer par le point O si
Vo 7£ 0.

b. Tracer la courbe &, (7).

c.  Montrer graphiquement que le bille évoluera
entre deux altitudes non nulles.

d. Préciser I'état de la particule.

n Trouw hoir (x+)

En 1783, le physicien britannique John Michell eut pour la
premieére fois 'idée de I'existence d’astres dont la
gravitation serait si forte que méme la lumiére ne pourrait
s’en échapper. lidée fut reprise par Pierre-Simon Laplace
en 1796, puis oubliée car elle semblait trop abstraite. Elle
ressurgit en 1916 dans le cadre de la relativité générale
lorsque Karl Schwarzschild vit apparaitre un tel objet dans
les solutions des équations d’Einstein, que I'on peut voir
comme [analogue relativiste du principe fondamental de
la dynamique. Ce concept fut développé par la suite, et la
dénomination de trou noir s’est imposée dans les années
1960. On pense aujourd’hui en avoir détecté plus d’une
centaine, mais comme rien ne peut s’échapper d’un trou
noir la détection ne peut étre qu’indirecte.

Cet exercice propose de calculer 'ordre de grandeur
de la taille et de la densité d’un trou noir dans un
modele heuristique de physique newtonienne. Consi-
dérons pour cela un point matériel M de masse m a
proximité d’un astre sphérique de masse my, de rayon
R et de centre O. Cet astre est supposé suffisamment
massif pour que I'on puisse considérer que M n’est
soumis qu’a la force gravitationnelle due a I'astre. On
étudie le mouvement de M dans le référentiel R as-
trocentrique, que I’on suppose galiléen.

@ Exprimer la force gravitationnelle ressentie par M
ainsi que I’énergie potentielle dont elle dérive en
la supposant nulle a linfini. Exprimer I'énergie
mécanique de M. Celle-ci se conserve-t-elle?

On admet que le mouvement est plan. On adopte
donc le systeme de coordonnées cylindrique dans la
suite de I’exercice. On admet de plus que C' = 26 est
une constante du mouvement.

Document sous licence Creative Commons « Attribution - Pas d'L
Pour plus d'informations : ¢

1 Commerciale 3.0 non transposé (CC BY-NC 3.0
commons . org/licenses/by-nc/3.0/

décembre 2023


creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

www.micromega-physique.fr

D

© Montrer que I'énergie mécanique peut se mettre
sous la forme :

1
E, = 5177,7.‘2 + “:p,eff(r)

en introduisant |'énergie potentielle effective
Ep.eff(r) dont on précisera I'expression en fonc-
tion de r.

@© Tracer allure de la courbe représentative de
Ep eft(r)- A I'aide d’un raisonnement graphique,
déterminer pour quelles valeurs de &, le point M
peut échapper a I'attraction de I’astre, c’est-a-dire
se trouver dans un état de diffusion.

@ En déduire la vitesse de libération vy, a la surface
de cet astre.

@ Dans la conception classique de Michell, un trou
noir est un astre dont la vitesse de libération est
supérieure 3 ¢ ~ 3 x 10% m-s~'. Exprimer le
rayon de Schwarzschild Rg de I’astre, c’est-a-dire
le rayon maximal qu’il doit avoir pour étre un trou
noir.

@ Calculer numériquement Rg pour le Soleil (Mg ~
2,0 x 10%° kg) et pour la Terre (M7 =~ 6,0 x
1024 kg). En déduire la densité minimale d’un trou
noir de cette masse.

@ Quelles sont les deux contradictions internes a
cette approche ? Notons toutefois que malgré les
deux limites évoquées, le rayon de Schwarzschild
donne le bon ordre de grandeur de la taille d’'un
trou noir de masse m.

Interaction faible (xx)

Dans la théorie de Yukawa sur les forces nucléaires,
Iinteraction attractive entre un neutron et un pro-
ton est caractérisée par I'énergie potentielle suivante,
fonction de la distance r qui sépare les deux parti-
cules :

K _-
E)(r) = —ei
r
a étant une distance caractéristique et K une

constante négative d’interaction.

@ Donner I'expression de la force correspondante.

© Donner I'expression de I'énergie potentielle ef-
fective &0t €n fonction de la masse i du systeme
et de son moment cinétique L dans le référentiel
du centre de masse. Le graphe &,(r) a I'allure
représentée sur la Figure 3.

Epeti(1)

Figure 3 — Allure du profil de potentiel

Discuter les différents mouvements possibles sui-
vant la valeur de I'énergie £, = &, + &,. Quelle
est I’équation qui relie les constantes L, a, y, K
R o dEpe

a la valeur r¢q pour laquelle la dérivée == est
nulle?

E Force centrale en L (x+)

Un point matériel M de masse m est soumis, dans
un référentiel galiléen R, a une force d’expression

= 5 u, en coordonnées sphériques de centre
O, a étant une constante positive. A linstant initial,
M est a la position M, telle que OMy = 7 s, avec
une vitesse o = vo(cos(a) i + sin(a) .

@ Montrer que le mouvement est plan et déterminer
le plan de la trajectoire.

© Montrer que la force F est une force conserva-
tive. En déduire I'énergie potentielle £,(r) dont
elle dérive (on prendra &,(c0) = 0). Déterminer
I’expression de |’énergie potentielle effective £, o
compte tenu des conditions initiales.

6 ro étant donné, indiquer la condition sur vy pour
que le systeme soit dans un état de diffusion.

© Laparticule est dans un état de diffusion et = 3.
a. Ftablir que 7+ = %ﬂ—g. En déduire que

SO / _ 1 1 du
7 = —rovoup avec u(f) = o tug = -

b. Exprimer la conservation de I'énergie méca-

nique en fonction de la variable u et de uj.En
déduire que u vérifie I'équation :

up +nPu=0

avecn =, /1 — #Své

c. Déterminer |I’équation polaire de la trajectoire
compte tenu des conditions initiales.

d. Donner |allure de la trajectoire pourn ~ 0,1,
0o ~0°etrg~1m.

n Expéri,ehce de Rutherford (xxx)

Un noyau d’hélium (hélion) assimilé a un systeme
ponctuel M (de charge ¢ > 0) est lancée en direc-
tion d’une cible O chargée positivement de masse m.
A grande distance de O, la particule M, de masse
m (mo > m), se déplace parallelement a (Oz), a
une distance b de cet axe et avec une vitesse E; La
loi d'interaction entre M et O est une force répulsive
dont la norme est du type F' = £ On admet ici que
r20 = bug.
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@ Calculer la valeur minimale 7., du rayon d’ap-
proche de I’hélion.

© Enposant u(f) = 5, montrer que M est dévié
d’un angle D tel que :

an(2) 2 £
2)  mudb

On répete I'expérience de Rutherford en envoyant,
sur une cible fixe dans le référentiel du laboratoire et
constitué par une trés mince feuille d’or, des hélions
d’énergie & =~ 5 MeV. On supposera la masse des
atomes d’or grande devant la masse des hélions. On
observe une déviation des hélions atteignant 150° au
maximum.

@ Calculer le parametre d’impact b. En déduire une
borne supérieure de la valeur du rayon du noyau
de I’atome d’or.

Donnée :

¢ Numéro atomique de I'or Z = 79.

e leV~1,6x10"19).

e K = 22 avec gg = - x 1079 F-m~! et

4meg 36m

e~ 1,6 x 10719 C.

Vecteur de Runge Lenz (xxx)

On considere une particule ponctuelle M de masse
m dont la position est repérée par ses coordonnées
cylindriques (1,6, z) dans un référentiel R galiléen de
repére (Ozyz). Sa vitesse dans R est notée /. La par-
ticule est plongée dans un champ de force dérivant
du « potentiel » V(r) = —2 (avec a > 0; il s'agit
d’une autre maniére de parler de |’énergie potentielle :
& =V(r).

<
@ Montrer que Lo(M) = 7 Am¥, moment ciné-
tique de M par rapporta O dans R, est un vecteur

.
constant. Exprimer L, = Lo(M) - u} en fonction
de m, r et 6. Cette relation est une intégrale pre-
miere du mouvement.

© Montrer que I'énergie £ = & + V() est une in-
tégrale premiere du mouvement. Exprimer £ en
fonctionde r, 7, 6, m et .

N
©®a. Montrer que le vecteur A=7n Lo(M)—

- L S
a-- est une intégrale premiere.
b. Comment sont disposés I'un par rapport a

N
Vautre les vecteurs A et Lo(M)? Quelles

sont les coordonnées polaires A, et Ag de
dans le repére mobile ( &y, u))? Nous pren-

drons u_; suivant (soit A, = A). Montrer
que dans ces conditions r, 8 et 7 peuvent étre
exprimés comme des fonctions de la seule va-
riable 6 et des parameétres L., A, m et a. Don-
ner ces expressions.

c.  Mettre I'expression de r sous la forme :
P = 1+ ecosf. A quelle courbe correspond

cette fonction ? Exprimer p et e en fonction des

parameétres L, A, m et a.

d. Calculer &, et a = {25 en fonction des para-
metres L., A, m et a. Quelle valeur maximale
Amax peut prendre A pour que le mouvement
reste de dimension finie? Pour une valeur de

Ainférieure a Apmax tracer I'allure de la courbe
en indiquant la position du vecteur A.
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Lancement de fusée (x)

@ Lafusée étant posée au sol, sa vitesse dans le référentiel géocentrique dépend de la latitude :

v = Ry cos(N)wr

soit, a Cap Canaveral aux Etats Unis (v ~ 410 m - s~ 1), a Pletsek en Russie (v ~ 212 m - s~ 1), a Baikonour
dans le Kazakhstan (v ~ 322 m-s™1), Tanegashimaau au Japon (v >~ 402 m - s~1) et Kourou en Guyane
Francaise (v ~ 465 m - s~7).

FJ Palet en rotation ()

Le palet est soumis a :

p —
* son poids ? vertical vers le bas, de moment en O : .Zp <?) = —mrg up

sl

o
e La réaction normale du support N (en I’absence de frottement), de momenten O : .Zo (Nz) =rN1

e Latension dufil F = —F u;, de moment en O nul puisque OM A F=7.
Le théoréme du moment cinétique appliqué a M au point O dans le référentiel R s'écrit :

LA —_ Yo (B) + o (N) + 4o (F)

Or, dans la direction (Oz), il reste :

drL,

a

Le moment cinétique suivant Iaxe z est conservé, soit L, = mrovg = mr20.
La vitesse angulaire du palet est donc :

Tov

B Tr %

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

m(it —r?) = —F

soit :

2,2
"o

o - Vi3

Cette force croit au fur et a mesure que le palet se rapproche du centre O.
Le travail a fournir par I'opérateur est le travail de la force s’exercant sur le systeme :

1 1 1 T1 2.2,,2
Wop:/ 5W(?):/ ?-d?:—/ Fdr:f/ 100 g
T o 0o T

0 0

soit :

11 v /1 1 g [r?
W o—g2e | L] v (L 1Y _w (o) 5
op = T0% {27‘2} 2 \r? 1} 2 \r? -

To

Le travail fourni par I'opérateur doit étre moteur, on a donc Wep, > 0.

D www.micromega-physique.fr

E Particule dans un cdne (xx)

@ Le point M est soumis a :

o
* Son poids ? = —mg %2, de momenten H : Ay (?) = —mrg s

o

¢ La réaction normale du support N = N(—cos(a) @ + sin(e) u3) de moment en H : 4y (ﬁ) =
—Nrsin(e) 4.

Le théoreme du moment cinétique selon I’axe (Oz) s’écrit donc :

L _ . (P)+.2(N) =0

dt

Le moment cinétique de la bille se conserve.
Par conséquent, si 7 — 0, alors § = L5 — +00 ce qui est impossible. Par conséquent, la bille ne peut
pas tomber au fond du cone.

On a vu que le moment cinétique suivant |’axe z se conserve, soit :

. . tan
L, =mr?0 = mzo tan(a)vg ‘ =|0= 201}072(0[)
r

De plus, le théoreme de I'énergie mécanique appliqué a la bille M dans R s’écrit :

d&pn = sW(N)
Or, la réaction normale du support ne travaille pas (puisqu’elle est orthogonale au vecteur déplacement
élémentaire) et le poids est une force conservative, qui n’apparait donc pas dans I’expression du théoreme
de I’énergie mécanique.
On obtient ainsi :

1 .
—mi? 4+ Zmr26% + mgz = cte
2 2
soit :
1 2/ 2 L L
imtan (a)2” + Imtan? (@) +mgz = 2Mv +mgzo
Epeit(2)

On se retrouve dans la situation du puits de potentiel représenté ci-dessous :

Epe(2)

L2
Zmuvy + mgzo

Em

Umin
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La bille évolue dans un puits de potentiel, son état est lié, son altitude peut donc prendre des valeurs L'énergie mécanique du systéme est donc conservée.
comprises entre Zmin €t Zmax. On adonc:
© La trajectoire peut étre circulaire a condition qu’une seule altitude puisse étre permise. Ceci est autorisé

dans le cas ol I'énergie mécanique est égale au minimum d’énergie potentielle effective, soit : o 1 5 K 1 5
Lo =mr0 = mbvy| et |&, = imv - — = 5”“’0
r
dgpcﬁ —0 Lz -0
W(Zﬂ) =0< T mtan(a)z2 +mg= @ Lénergie mécanique a pour expression :
soit : 1 - 1 o K
Em = —mr? + —mr?0* — — + cte
2 2 r
2,2
PR L _ 3/%0% soit :
N m?2tan?(a)g g
. . N N . R . . 5 L%) gmMr
Comme l'altitude z. n’a pas d’autre choix que d’étre égale a sa valeur intiale zy pour avoir une trajectoire Em = 3 2 T cte
circulaire, on en déduit que
Epesi (7)
v = V#09 © A la distance minimale d’approche, 7 = 0, d’ou :
Par conséquent, I'énergie mécanique de la bille doit étre égale a : 12 GmMp 1
o) ; 2
— = Y
; I 3 2mr Tmin 0
i = 5M20g +mgzo = Mgz .
Mmin = 5 09 gzo0 3 970 soit :
. o 2G My
Approche d'un astéroide (x) 0= 7,rQnm + - i — b2
0
@ On se place dans la situation schématisée sur la Figure 4. La résolution de ce polyndme permet d’identifier une racine positive :
Y
GM @M, GM b2
Tmin = — 2T+ 4T+bz: 2T *1+ 1+2702
vg Uy g G2Mz7.

. . R . =
Le rayon minimal atteignable pour un paramétre d’impact non nul est lorsque o5 — 0, soit :

L GMp 1 b2ug v3b? L}
e - - =
T2 T 2G2M2 T 2GMr - 2Gm2 My

. T L3
Pour éviter toute collision, il faut donc que P ane > Ry.

Figure 4 — Déviation de I'astéroide

l'astéroode M est soumis a une force centrale newtonienne conservative de la forme ? = —% u,. Le
moment exercé en O par cette force (radiale) est nul.
Le théoreme du moment cinétique appliqué a M au point O dans R s’écrit donc :

i

R

Le moment cinétique du point est donc conservé.
Le théoreme de I'énergie mécanique appliqué a M dans R s'écrit :

dg = W (Fnc) = 0 [, = cte]
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