& - équaubres thermodynamiques

Pression en alkitude (x)

Calculer la pression atmosphérique au sommet du Mont
Blanc (4807 m) dans les deux cas suivants :

o
6

On suppose que la température de |'atmosphére est
constante et égale a Tj.

On suppose que la température varie avec |'altitude
suivant la loi :

T=Ty—axz
avec a ~ 6,45 x 1073 K- m™".
Données :

= Température a l'altitude z ~ 0 : Ty ~ 290 K;
= pression a l'altitude z ~ 0 : pg ~ 1,013 bar;
= masse molaire de I'air : M ~29 g-mol™".

E Expérience de Jean Perrin (xx)

Au début du XXM sigcle, JEAN PERRIN a mesuré
le nombre d"AVOGADRO en introduisant des sphérules
(toutes petites sphéres) de caoutchouc végétal dans
une cuve remplie d’eau maintenue a une température
constante T' ~ 293 K. La cuve est un parallélépipede
de base carrée (longueur L selon Oz et Oy) et de hau-
teur h ~ 100 pum selon Oz. On note N le nombre
total de sphérules introduites.

Données :

rayon d'une sphérule : r ~ 0,212 um;
masse volumique de lI'eau : ;1 ~ 1,003 g- mL™";
masse volumique des sphérules :
p~1,194g-mL™";

accélération de la pesanteur : g ~ 9,8 m-s—2,

@ Chaque sphérule est soumise 3 son poids et a la
poussée d’ARCHIMEDE qu’elle subit de la part de
I'eau.

a. Exprimer I'énergie potentielle totale d'une sphé-
rule £,(z) en fonction de son altitude z au-
dessus du fond de la cuve.

b. Calculer &,(h), énergie potentielle au sommet
de la cuve.

© On suppose que les sphérules obéissent 3 la statis-
tique classique de BoLTZMANN. Etablir la condi-
tion de normalisation. Compte-tenu de la valeur
numérique obtenue a la question précédente, sim-
plifier I'expression obtenue.

© Calculer la probabilité dP(z) pour qu'une sphérule
soit située dans une tranche de la cuve délimitée par
les altitudes z et z + dz, quelle que soit sa vitesse.
En déduire le nombre moyen dN(z) de sphérules
situées entre z et z + dz, en fonction de R, T, r,
o, 1, g, z et dz.

JEAN PERRIN a divisé la cuve en tranches de tres pe-
tites épaisseurs e, situées a différentes altitudes z; qu’il
a observées au microscope en prenant des photos de
chaque tranche. Il a pu en déduire le nombre moyen N;
de sphérules dans chaque tranche. Ses résultats sont
donnés dans le tableau de la Figure 1.

z (enpm) 5 35 65 95
N; 100 47 23 12

Résultats expérimentaux.

@ Déduire de ces mesures une valeur de la constante
de BOLTZMANN, puis du nombre d’ AVOGADRO.

E Désaimantation adiabatique (xx)

On considére un sel d’alun paramagnétique d'aimanta-
tion M (exprimée en A - m~") suivant la loi de CURIE :

(SN

B

T

avec T la température et v un coefficient spécifique
au matériau. Sous l'effet d'un champ magnétique, les
moments magnétiques du sel s'alignent avec le champ,
produisant une aimantation M. Cet alignement, exo-
thermique, conduit a la dissipation de |'énergie ther-
mique via un circuit de refroidissement. Une fois le sel

(%
M=~

AN
isolé thermiquement, le champ B est réduit progressive-
ment, dans une transformation adiabatique réversible.

L'entropie massique s du matériau dépend de I'éner-
gie interne massique w et de I'aimantation M, selon la

relation :
s s
= _ _—
ds <8u>Mdu+ <8M>udM

@ Par une analyse dimensionnelle des termes appa-
raissant dans |'expression de ds, identifier la tem-

pérature thermodynamique 7" et le champ magné-
0s

tique B a partir de (W)M et (59—]\“}[)“.

Etablir I'expression analogue de la premiere iden-
tité thermodynamique du(s, M) en fonction de ds
et dM. Comment interpréter le terme qui dépend
dedM?

2]



On nomme enthalpie magnétique la grandeur
h = u — BM. Cette grandeur ne dépend expé-
rimentalement que de la température T' du matériau,
on note ainsi cg = (%)B sa capacité thermique a
champ magnétique constant.

© Etablir I'équivalent de la deuxiéme identité ther-
modynamique et de la deuxiéme loi de JOULE en
exprimant dh en fonction de ds et dB d'une part
et dT" d'autre part.

En déduire une expression de ds en fonction de ¢p,
v, B, T et de leurs variations d7T" et dB.

o

Pour une fonction a deux variables s(7', B) de classe
C?, le théoreme de SCHWARTZ précise que :

0%s B 0%s
OBOT  9TOB

© Montrer que :

decg\ 9B

oB ), 12
avec 77 une constante numérique a identifier.
Dans la gamme de température considérée,
cp(T,B = 0) = 7 avec a une constante dé-

pendant du matériau. En déduire |'expression de
CB(T, B)

Le réfrigérant est soumis a un champ magnétique de
B; ~ 20 mT et refroidi a une température T; ~ 350 mK
avant d’'étre isolé thermiquement. Le champ magné-
tique est lentement abaissé jusqu'a une valeur résiduelle
de By ~ 2,0 mT. Déterminer |'expression de la tempé-
rature finale T en fonction de v, a, By, B; et T;.

6 Dans les conditions de I'expérience, nous pouvons
annuler le paramétre «, en déduire |'expression sim-
plifiée de Ty en fonction de By, B; et T; puis sa
valeur numérique.

Anomalie gravitationnelle (xx)

La gravimétrie étudie les variations du champ de
pesanteur pour déterminer la répartition des masses
dans la Terre et ainsi comprendre sa structure. Elle est
utilisée en géodésie pour déterminer la forme de la
Terre, en génie civil et en archéologie pour détecter
des cavités, et en hydrologie pour suivre les stockages
d’eau.

Nous cherchons ici a déterminer les dimensions d'un
corps sphérique enterré dans un sol de masse volumique
moyenne i, par une analyse gravimétrique en Figure 2.

Surface

Sol fim

Anomalie gravitationnelle.

@ En utilisant le théoréme de GAUSS gravitation-
nel, déterminer I'expression du champ de gravi-
tation en un point M situé a I'extérieur d'une
sphere homogene de rayon R et de masse volu-
mique ' = pm + Ap en fonction de p,, Au,
G, R, r, distance de M au centre de la sphére, et
du vecteur unitaire u, (en Figure 2).

Déterminer gp., la composante verticale du champ
de pesanteur créé par la boule au point M situé a
une distance x de la verticale.

Montrer que I'anomalie gravimétrique Ag = gp., —
go, qui fait varier le champ de pesanteur apparent
en un lieu, est identique au champ de pesanteur ¢/,
créé par une sphére de masse volumique A.
Montrer que I'anomalie gravimétrique s'écrit

ArGApR3h
Ag=——"—— 1
97 32+ n2) (1)

Tracer I'allure de la courbe Ag en fonction de x
pour des sphéeres identiques enterrées a deux pro-
fondeurs différentes hy et hy > hy.

Quel est le lien entre la profondeur h et la largeur
a mi-hauteur de la courbe? Que vaut I'anomalie
gravimétrique maximale?

Déterminer, a I'aide de la courbe de la Figure 3, la
profondeur h et le rayon R de la spheére enterrée.

0.20 =

0.15 F 1

Ag (en mgal)

0.05 - =

0.00 N
S N ) N ) N A Y Y B AN |
—400 —300 —200 —100 O 100 200 300 400

x (en m)

Anomalie gravimétrique Ag pour une sphére
enterrée avec Ay = 1000 kg - m™3.

E Accrétion d'une étoile (xx)

Document sous licence Creative Commons « Attribution - Pas d'Utilisation Commerciale 3.0 non transposé (CC BY-NC 3.0) »

Pour plus d'informations

creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

T. KOPP


creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

Les étoiles sont décrites comme des boules homogeénes
de masse M et de rayon R en équilibre sous I'action de
leur propre gravitation et de diverses forces antagonistes
qui s'opposent a I'effondrement de |'étoile, notamment
leur pression thermodynamique.

Constitution d'une étoile de rayon R par ajout
une calote sphérique d'épaisseur dr sur un astre déja
formé de rayon r.

On définit £ comme I'énergie fournie a I'étoile pour
la constituer a partir d'un nuage de gaz froid et diffus,
sans interaction car étendu sur de grandes distances.
La constitution de I'étoile se fait avec une évolution
quasi-statique, |'opérateur agissant a tout instant pour
compenser exactement les forces gravitationnelles.

@ Exprimer la masse volumique p de I'étoile 3 par-
tir de M et R, puis en déduire la masse m(r) de
I'astre déja constitué de rayon r et la masse dm
ajoutée par une calotte sphérique d'épaisseur dr et
de méme masse volumique p.

Justifier que la contribution d&, a I'énergie gravi-
tationnelle de cet accroissement s'écrit :

mdm

-G

r
En déduire I'énergie gravitationnelle totale &, de
I'étoile en fonction de G, M et R, avec G la
constante de gravitation.

On s'intéresse désormais a |'équilibre mécanique d'une
tranche de fluide située entre les rayons r et r + dr

dans I'étoile. Le champ gravitationnel local est noté

(r) = G(r) u; avec G(r) < 0 de sorte que la force de

gravitation ressentie par une masse m* quelconque soit

m*G (r). On note désormais p(r) la masse volumique

du gaz a I'altitude r.

r+dr

Tranche de fluide contracté sous |'effet du
champ de gravitation de I'étoile.

6 Réaliser un bilan des forces auxquels est soumise
la colonne de fluide de section S entre les altitudes
r et r + dr. En déduire une équation différentielle
liant la pression p(r), la masse volumique p(r) et
le champ de gravité G(r).

Appliquer le théoreme de (GAUSS gravitationnel

o

pour exprimer le champ de gravitation 8(7“) hors
de 'astre.

Dans l'astre (pour r < R), ce champ s'écrit :

GMr
G =~

© En déduire que I'évolution de la pression p(r) suit
une loi de la forme :

2
p=pm (1 -(7) )
avec pm a exprimer en fonction de G, M et R.
Dans quel type de systéme thermodynamique peut-

on considérer que I'énergie cinétique d'agitation
microscopique vérifie :

@

3
(C/'C = EpV

pour un systéme de volume V' a pression p? Enon-
cer le nom des théorémes utilisés et les hypotheses
faites.

On supposera cette condition vérifiée ici.

@ Calculer I'énergie cinétique totale de I'étoile en
fonction de G, M et R. Etablir une relation simple
entre & et &;.

n Nucléation (xx)

Les chambres a brouillard sont des appareils qui per-
mettent de repérer la trajectoire des particules a I'instar
de celles représentées sur la Figure 6.

Trajectoire de particules dans la chambre a
brouillard.
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Le principe de détection repose sur la nucléation méta-
stable de vapeur d’alcool dans une chambre refroidie a
—20°C. Le passage d'une particule dans la vapeur d’al-
cool laisse un sillon de rosée d'alcool.

@ En considérant un cristal cubique (paramétre de

maille a) de N3 atomes (avec N >> 1) liés a leurs
voisins par une énergie de liaison —5, montrer que
I'énergie potentielle de cohésion £ du cristal prend
la forme :

E=—-aV +~S

avec respectivement V' et S le volume et la surface
du cristal et a et v a exprimer en fonction de € et
a. Analyser l'influence d'une variation de volume
V et d’une variation de surface S sur |'énergie du
cristal.

Dans le cas d'une goutte d'alcool en nucléation a
—20°C, a = (psat — p) avec psat ~ 3,4 mbar la pres-
sion de saturation et p la pression partielle de I'alcool (de
I'ordre de 80 mbar correspondant a la pression de satu-
ration 3 25°C). Le coefficient v ~ 22,3 x 1073 N - m™"
est appelé tension de surface.

© Exprimer I'énergie de cohésion £(r) de la goutte
sphérique de rayon r. ldentifier un rayon critique
r. en deca duquel la goutte liquide est instable et
s'évapore. ldentifier |'expression de I'énergie de nu-
cléation &y. Interpréter le phénomene de surcon-
densation observé sur les vapeurs d'alcool.

La transformation physique CH; —CH, —OH(g —
CH; — CH, — OH(y) est considérée statistiquement
aléatoire et suivant une loi d’ARRHENIUS dont la den-
sité volumique de probabilité par unité de temps est de
la forme :

20}
Ae Rt

6 Exprimer la probabilité d3 d'observer une nucléa-
tion entre les instants ¢ et t + d¢ dans |'enceinte de
volume V. X(t) représente ainsi la probabilité d'ob-
server une nucléation entre I'instant 0 et |'instant
t. ldentifier la constante de temps du phénomeéne.

Le passage d'une particule dans les vapeurs d’alcool a
un effet équivalent a une diminution de la valeur de &.

© Expliquer pourquoi un sillon de goutelettes se forme
sur la passage de la particule.

Systeme auto-gravitant Gern)

On modélise une étoile en formation par une boule de
gaz dont les constituants sont uniquement en interac-
tion gravitationnelle. Ce systéme est isolé thermique-
ment et mécaniquement et constitue ce que I'on appelle
un systeme auto-gravitant.

On note u(r) la masse volumique du gaz, supposé par-

fait, p(r) sa pression, et 8(1") I'intensité du champ gra-
vitationnel en un point M distant de r du centre O de
I'étoile.

@ Justifier que les grandeurs servant a décrire le pro-

bléme dépendent uniquement de la coordonnée ra-
diale. Justifier la direction du champ gravitationnel.

L'intensité du champ gravitationnel au sein d’une sphére
de rayon r est donné par :

g T

G(r) - _471'?”2 0

4ru? p(u)du

©® On considére une particule de gaz subissant une
évolution isentropique. Montrer que sa pression p
et sa masse volumique p vérifient :

d d
AN ) (2)
p H
2 p(r)
On pose A = 575

Etablir I'équation de la statique des fluides en
considérant |'équation 2 vérifiée avec v = 2 et
montrer que la pression p vérifie I'équation diffé-
rentielle :

Résoudre I'équation différentielle sur u(r) en po-
sant w(r) = ru(r) et tracer le profil de masse vo-
lumique de I'étoile.

Aplanissement des poles (o)

Au milieu du XVIII¢ siécle, le mathématicien
CLAIRAUT démontre que la Terre a la forme d’un
ellipsoide de révolution, c’est-a-dire d’un corps dont les
rayons équatoriaux et polaires n'ont pas la méme
longueur. En effet, du fait de sa rotation propre et de
I'existence de la force centrifuge plus forte a I'équateur
que dans les régions polaires, la Terre se déforme; elle
n'est plus sphérique mais est aplatie aux péles.

Pour tenter de voir I'influence de la rotation de la Terre
sur sa propre forme, on adopte le modéle suivant : la
déformation de la Terre, liée a sa rotation propre, est
suffisamment petite pour admettre que le champ de gra-
vitation en un point M situé a la distance r du centre O
de la Terre reste celui de la Terre sphérique et homogene
(de masse volumique constante 1, de masse Mr et de
rayon moyen Ry ). De plus, on admettra qu'en premiére
approximation, on peut trouver la forme de la Terre en
considérant qu’elle se comporte comme un corps fluide.
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Données :

masse de la Terre : My ~ 6 x 10%* kq.

rayon terrestre Rp ~ 6 400 km.

constante de gravitation G ~ 6,67 x 107!l SI.
pour tout élément terrestre centré en P, de masse dm,

on a :
// dm_MT
MP? RS

pPeVv
avec M un point quelconque dans la Terre.

@ Représenter clairement sur un dessin les référentiels
héliocentrique, géocentrique et terrestre.

© Quelle est, dans le référentiel géocentrique, la pé-

riode de rotation propre de la Terre (appelée jour

sidéral) ? Pourquoi différe-t-elle légérement de 1

jour ? Calculer la vitesse de rotation wr de la Terre

dans ce référentiel.

On admettra dans la suite des calculs que le référentiel
géocentrique est galiléen. La forme de la Terre possede
la symétrie de révolution autour de I'axe de rotation
(Oz). On considérera alors dans la suite uniquement
un point M intérieur a la Terre et placé dans un plan
quelconque (Oyz) contenant (Oz).

Allure du géoide terrestre.

©® On note p(y, 2) la pression qui régne au point M.

a. Quelles sont les forces agissant sur un volume
&’ centré en M ? On exprimera le résultat en
fonction des coordonnées cartésiennes y et z de
Metder=0M.

b. Déterminer la pression p(y,z) qui régne au
point M en fonction de y et z. On note pg la
pression au centre O. Soit p, la pression atmo-
sphérique en tout point de la surface terrestre.
Montrer que la ligne isobare a la surface de la
Terre dans le plan (Oyz) est une ellipse d'équa-
tion :

g2 22
ate=!

Déterminer littéralement a et c.

c. En faisant des approximations légitimes, calcu-
ler A = a — ¢ en fonction de Ry, My, G et
la vitesse angulaire wp de rotation propre de la

< I’ : _ a—c
Terre, puis I'aplanissement f = “—<

On donne le volume V de I'ellipsoide terrestre :

dra?e
V=
3

n Plateau continental (xxx)

On assimile la Terre a un astre sphérique de centre
O, de rayon Rp ~ 6370 km de sorte que G(Ryp) =~
9,81 m-s™> soit I'accélération de la pesanteur a sa
surface.

On dépose un plateau en forme de calotte sphé-
rique d'épaisseur e ~ 1,0 km de masse volumique
w2700 kg - m~3.

On note A le point au centre de la surface supérieure
du plateau et on note Oz |'axe reliant O a A.
Données : G ~ 6,67 x 10~ USI.

@ Déterminer I'écart relatif :

Disque protoplanétaire (xx+)

On considére un gaz parfait de masse m qui tourne
autour d'une étoile de masse M (avec M > m). On
suppose le gaz monoatomique et a la température 7. Le
gaz se répartit sous la forme d'un disque dont I'épaisseur
est négligeable devant le rayon.

@ En notant n(r,z) la densité de particules (expri-
mée 3 |'aide de coordonnées cylindriques), décrire
|"évolution de I'épaisseur du disque.

© Proposer un modéle d'évolution de la vitesse angu-
laire w(r) du gaz autour du Soleil.
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